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休息一会儿

卡鲁兹(Kalusz)在历史
上先后属于波兰、俄罗
斯、德国、乌克兰等国

参见1.5 节

休息一会儿

小故事:机器学习先驱雷萨德·迈克尔斯基

AQ 系列算法是规则学习研究早期的重要成果，主要发

明人是机器学习先驱、美籍波兰裔科学家雷萨德·迈克尔

斯基 (Ryszard S. Michalski, 1937- 2007) . 

迈克尔斯基出生在波兰卡鲁兹， 1969 年在波兰获得计

算机科学博士学位，同年在南斯拉夫布莱德(Bled，现属斯
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洛文尼亚)举行的 FCIP 会议上发表了 AQ.1970 年他前往美国 UIUC 任教， 此

后在美国进一步发展了 AQ 系列算法.迈克尔斯基是机器学习领域的主要奠基

人之一. 1980 年他与 J. G. Carbonell、 T. Mitchell 一起在卡耐基梅隆大学组织

了第一次机器学习研讨会， 1983、 1985 年又组织了第二、三次， 这个系列研讨

会后来发展成国际机器学习会议 (ICML); 1983 年，迈克尔斯基作为第一主编

出版了《机器学习:一种人工智能途径》这本机器学习史土里程碑性质的著作;

1986 年 Machine Learning 创刊，迈克尔斯基是最初的三位编辑之一. 1988 年

他将研究组迁到乔治梅森大学，使该校成为机器学习早期发展的一个重镇.





亦称"再励学习"

第 16 章强化学习

16.1 任务与奖赏

我们考虑一下如何种西瓜.种瓜有许多步骤，从一开始的选种，到定期挠

水、施肥、除草、杀虫，经过一段时间才能收获西瓜.通常要等到收获后?我们

才知道种出的瓜好不好.若将得到好瓜作为辛勤种瓜劳动的奖赏，则在种瓜过

程中当我们执行某个操作(例如?施肥)时，并不能立即获得这个最终奖赏，甚至

难以判断当前操作对最终奖赏的影响，仅能得到→个当前反馈(例如，瓜苗看起

来更健壮了).我们需多次种瓜，在种瓜过程中不断摸索，然后才能总结出较好

的种瓜策略.这个过程抽象出来，就是"强化学习" (reinforcement learning). 

固 16.1 强化学习图示

图 16.1 给出了强化学习的一个简单图示.强化学习任务通常用马尔可夫决

策过程 (Markov Decision Process，简称 MDP)来描述:机器处于环境 E 中，状

态空间为 X，其中每个状态 x EX 是机器感知到的环境的描述，如在种瓜任务

上这就是当前瓜苗长势的描述;机器能采取的动作构成了动作空间 A， 如种瓜

过程中有浇水、施不同的肥、使用不同的农药等多种可供选择的动作;若某个

动作 αεA作用在当前状态 z 上，则潜在的转移函数 P 将使得环境从当前状态

按某种概率转移到另 A个状态，如瓜苗状态为缺水，若选择动作浇水，则瓜苗长

势会发生变化，瓜苗有一定的概率恢复健康?也有一定的概率无法恢复;在转移

到另一个状态的同时，环境会根据潜在的"桨黄" (rew缸d)函数 R 反馈给机器

一个奖赏，如保持瓜苗健康对应奖赏 +1，瓜茵凋零对应奖赏一10，最终种出了

好瓜对应奖赏 +100. 综合起来，强化学习任务对应了四元组 E = (X,A,P,R) , 
其中 P:XxAxX 时 R 指定了状态转移概率， R:XxAxX 叶 R指定了奖

赏;在有的应用中，奖赏函数可能仅与状态转移有关，即 R:XxX ←-+R

国 16.2 给出了一个简单例子:给西瓜浇水的马尔可夫决策过程.该任务中
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。=浇水/不浇水
p=l 
r= -100 

固 16.2 给西瓜浇水问题的马尔可夫决策过程

第 16 章强化学习

只有四个状态(健康、缺水、溢水、凋亡)和两个动作(浇水、不浇水)，在每二

步转移后，若状态是保持瓜商健康则获得奖赏 1，瓜苗缺水或溢水奖赏为一1，这

时通过浇水或不浇水可以恢复健康状态，当瓜苗凋亡时奖赏是最小值 -100 且

无法恢复.圈中箭头表示状态转移，箭头旁的 α， p， r 分别表示导致状态转移的

动作、转移概率以及返回的奖赏.容易看出，最优策略在"健康"状态选择动

作"浇水"、在"溢水"状态选择动作"不浇水"、在"缺水"状态选择动

作"浇水"、在"调亡"状态可选择任意动作.

需注意"机器"与"环境"的界限，例如在种西瓜任务中，环境是因瓜生

长的自然世界;在~棋对弈中，环境是棋盘与对于;在机器人控制中，环境是机

器人的躯体与物理世界.总之，在环境中状态的转移、奖赏的返回是不受机器

控制的，机器只能通过选择要执行的动作来影响环境，也只能通过观察转移后

的状态和返回的奖赏来感知环境.

机器要做的是通过在环境中不断地尝试而学得一个"策略" (policy) 霄，根

据这个策略，在状态 z 下就能得知要执行的动作 α= 贺(x) ， 例如看到瓜苗状态

是缺水时，能返回动作"浇水"策略有两种表示方法:二种是将策略表示为

面数霄 :X 叶 A， 确定性策略常用这种表示;另一种是概率表示汀 :XxA 叶lR.，

随机性策略常用这种表示?汀(x ， α) 为状态 z 下选择动作 α 的概率?这里必须千Z

Zα 贺(x ， a) = 1. 

策略的优劣取决于长期执行这一策略后得到的累积奖赏，例如某个策略使

得瓜苗枯死，它的累积奖赏会很小，另一个策略种出了好瓜，它的累积奖赏会很



16.2 K 摇霄赌博机

亦称 "K-摇臂老虎

机"

373 

大.在强化学习任务中，学习的目的就是要找到能使长期累积奖赏最大化的策

略.长期累积奖赏有多种计算方式?常用的有 "T 步累积奖赏" lE叫[~2汇二乙L1Tη叫tl l 
和 "γ折扣累积奖赏" lE叫[2乙;二芮zγf什仇t与trtη灿t忡叫十
示对所有随机变量求期望.

读者也许己经感觉到强化学习与监督学习的差别若将这里的"状态"对

应为监督学习中的"示例"、 "动作"对应为"标记"，则可看出，强化学习

中的"策略"实际上就相当于监督学习中的"分类器" (当动作是离散的)或

"国归器" (当动作是连续的L 模型的形式并无差别.但不同的是，在强化学
习中并没有监督学习中的有标记样本(即"示例·标记"对)，换言之，没有人直

接告诉机器在什么状态下应该做什么动作，只有等到最终结果揭晓，才能通过

"反思"之前的动作是否正确来进行学习.因此，强化学习在某种意义上可看

作具有"延迟标记信息"的监督学习问题.

16.2 K-摇营赌博机

16.2.1 探索与利用

与一般监督学习不同，强化学习任务的最终奖赏是在多步动作之后才能观

察到，这里我们不妨先考虑比较简单的情形:最大化单步奖赏，即仅考虑一步

操作.需注意的是，即使在这样的简化情形下，强化学习仍与监督学习有显著不

同，因为机器需通过尝试来发现各个动作产生的结果，而没有训练数据告诉机

器应当做哪个动作.

欲最大化单步奖赏需考虑两个方面:一是需知道每个动作带来的奖赏?二

是要执行奖赏最大的动作.若每个动作对应的奖赏是一个确定值，那么尝试一

遍所有的动作便能找出奖赏最大的动作.然而，更一般的情形是，一个动作的奖

赏值是来自于一个概率分布，仅通过一次尝试并不能确切地获得平均奖赏值.

实际』二，单步强化学习任务对应了一个理论模型，即 "K-摇臂赌博机" (K响

armed bandit). 如图 16.3 所示， K-摇臂赌博机有 K 个摇臂，赌徒在投入一个
硬币后可选择按下其中」个摇臂，每个摇臂以一定的概率吐出硬币?但这个概

率赌徒并不知道.赌徒的目标是通过一定的策略最大化自己的奖赏，即获得最

多的硬币.

若仅为获知每个摇臂的期望奖赏，则可采用"仅探索" (exploration­

O丑ly)法:将所有的尝试机会平均分配给每个摇臂(即轮流按下每个摇臂)，最后

以每个摇臂各自的平均吐币橄率作为其奖赏期望的近似估计.若仅为执行奖赏

最大的动作，则可采用"仪利用" (exploitation-only)法:按下目前最优的(即到
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图 16.3 K-摇臂赌博机图示

目前为止平均奖赏最大的)摇臂，若有多个摇臂同为最优，则从中随机选取一个.

显然，"仅探索"法能很好地估计每个摇臂的奖赏，却会失去很多选择最优摇

臂的机会;"仅利用"法则相反，它没有很好地估计摇臂期望奖赏，很可能经常

选不到最优摇臂.因此，这两种方法都难以使最终的累积奖赏最大化.

事实上，"探索" (即估计摇臂的优劣〉和"利用" (即选择当前最优摇

臂)这两者是矛盾的，因为尝试次数(即总投币数)有限，加强了一方则会自

然削弱另一方，这就是强化学习所面临的"探索-利用窘境" (Exploration­

Exploitation dilemma). 显然，欲累积奖赏最大，则必须在探索与利用之间达成

较好的折中.

16.2.2 ←贪心

(';-贪心法基于一个概率来对探索和利用进行折中:每次尝试时，以 ε 的概率

进行探索，即以均匀概率随机选取一个摇臂;以 1'-('; 的概率进行利用，即选择

当前平均奖赏最高的摇臂(若有多个，则随机选取一个).

令 Q(k) 记录摇臂 k 的平均奖赏.若摇臂 k 被尝试了 n 次，得到的奖赏为

V l, V 2 ,. ..，阳，则平均奖赏为

Q(k) 口 j乞4 (16.1) 

若直接根据式(16.1)计算平均奖赏，则需记录 n 个奖赏值.显然，更高效的

做法是对均值进行增量式计算，即每尝试一次就立即更新 Q(k). 不妨用下标来

表示尝试的次数，初始时 Qo(k) = O. 对于任意的 n 注 1，若第 n-1 次尝试厉的

平均奖赏为 Qn-l(的，则在经过第 n 次尝试获得奖赏。n 后，平均奖赏应更新为
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式(16.3)会在 16.4.2 节
中用到，

Q(i} 和 count(i) 分别记

录摇臂 z 的平均奖赏和选
中次数

在 [0 ， 1] 中生成随机数。

本次尝试的奖赏值-

式(16.2)支新平均奖赏
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这样，无论摇臂被尝试多少次都仅需记录两个值:己尝试次数 n-1 不11母j丘平均

奖赏 Qn-1(k). E-贪心算法描述如图 16.4所示.

输入:摇臂数 Kj
奖赏函数 Rj
尝试次数 T;
探索概率已

过程:
1: r 二三 0; 
2: Vi = 1, 2,. .. K: Q(i) = 0，∞unt(i) = 0; 
3: for t = 1, 2,.. ., T do 
4: if rand() < E then 
5: k = 从 1 ， 2 ， .… ， K 中以均匀分布随机地垠
6: else 
7: k = argmaxi Q(i) 
8: end if 
9: v = R(k)j 

10: r = r + v; 
t Q(k)=Q(uzz;i?飞
12: count(k) =ωunt(k) 十 1;
13: end for 
输出:累积奖赏 T

图 16.4 ε-贪心算法

若摇臂奖赏的不确定性较大，例如概率分布较宽时，则需更多的探索，此时

需要较大的 E 值;若摇臂的不确定性较小，例如概率分布较集中时，则少量的尝

试就能很好地近似真实奖赏，此时需要的 ε 较小.通常令 ε 取一个较小的常数?

如 0.1 或 0.01.然而，若尝试次数非常大?那么在一段时间后，摇臂的奖赏都能

很好地近似出来，不再需要探索，这种情形下可让正随着尝试次数的增加|而逐

渐减小，例如令 E = l/vt. 

16.2.3 Softmax 

80丘max 算法基于当前已知的摇臂平均奖赏来对探索和利用进行折中.若

各摇臂的平均奖赏相当，则选取各摇臂的概率也相当;若某些摇臂的平均奖赏

明显高于其他摇臂，则它们被选取的概率也明显更高.
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第 4 行中式(16.4)的参
数

Q(i) 和 count(i) 分别记
录摇臂 4 的平均奖赏和选
中次数.

本次尝试的奖赏值.

式(16.2)灵新平均奖赏

80玩max 算法中摇臂概率的分配是基于 Boltzmann 分布

空坠i
" T 

P(k) 二手一一?
εe呼i

第 16 章强化学习

(16 .4) 

其中 ， Q(i) 记录当前摇臂的平均奖赏;7>0 称为"温度" , T 越小则平均奖赏

高的摇臂被选取的概率越高.7 趋于 0 时 Softmax 将趋于"仅利用"， 7趋于无

穷大时 Softmax 则将趋于"仅探索" . Softmax 算法描述如图 16.5 所示

输入:摇臂数 K;
奖赏函数 R;
尝试次数 T;
温度参数 T.

过程:
1: r = 0; 
2: Vi = 1,2,... K: Q(i) = 0, count(i) = 0; 
3: for t = 1,2,..., T do 
4: k= 从1 ， 2，...， K 中根据式(16.4)随机选取
5: v = R(k); 

输出:累积奖赏 T

图 16.5 Softmax算法

f-贪心算法与 Softmax 算法孰优孰劣，主要取决于具体应用.为了更直观

地观察它们的差别?考虑一个简单的例子:假定 2-摇臂赌博机的摇臂 1 以 0.4

的概率返回奖赏 1，以 0.6 的概率返回奖赏。;摇臂 2 以 0.2 的概率返回奖赏 1 ，

以 0.8 的概率返回奖赏。-图 16.6 显示了不同算法在不同参数下的平均累积

奖赏，其中每条曲线对应于重复 1000 次实验的平均结果.可以看出， Softmax 

(T = 0.01) 的曲线与"仅利国"的曲线几乎重合.

对于离散状态空间、离散动作空间上的多步强化学习任务，一种直接的办

法是将每个状态上动作的选择看作-个 K-摇臂赌博机问题，用强化学习任务

的累积奖赏来代替 K-摇臂赌博机算法中的奖赏函数，即可将赌博机算法用于

每个状态:对每个状态分别记录各动作的尝试次数、当前平均累积奖赏等信

息?基于赌博机算法选择要尝试的动作.然而这样的做法有很多局限，因为它没
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16.4节将讨论模型禾知

情形
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图 16.6 不同算法在 2 摇臂赌博机上的性能比较

有考虑强化学习任务马尔可夫决策过程的结构在 16.3 节将会看到，若能有效

考虑马尔可夫决策过程的特性，则可有更聪明的办法.

16.3 有模型学习

考虑多步强化学习任务3 暂且先假定任务对应的马尔可夫决策过程四元组

E = (X， A ， P， R) 均为己知7 这样的情形称为 "模型己知

行了建模?能在机器内部模拟出与环境相同或近似的状况.在己知模型的环境

中学习称为"有模型学习" (mo叫del-based lea创rn、n山g剖) . 此时，对于任意状态尘，矿

和动作 α，在 z 状态下执行动作 α 转移到矿状态的概率 PJ→x' 是己生口的?该转

移所带来的奖赏 R~→x' 也是已知的，为便于讨论?不妨假设状态空间 X 和动作

空间 A 均为有限.

16.3 . 1 策略评估

在模型己知时，对任意策略汀能估计出该策略带来的期望累积奖赏.令

函数 Vπ (x) 表示从状态 z 出发7 使用策略作所带来的累积奖赏;函数 Q作怡， α)

表示从状态 z 出发，执行动作 α 后再使用策略汀带来的累积奖赏 这里的

V(-) 称为"状态值函数" (state value function) , Q(-) 称为 "状态动作值函

数" (state-action value function)，分别表示指定"状态"上以及指定"状

态"动作"上的累积奖赏.



378 第 16 章强化学习

这样的递归等式称为
Bellman 等式.

动作-状态全概率展开

由累积奖赏的定义，有状态值函数

(t忧t叩阳呐刷卧(伊例忡M川叫Z纣←川川叫)忏H呻叫=斗4叫lE1l"叫叶山贺」巾[性阳÷辽艺LυTη川忡…t川巾|问z (16.5) 
可(X) = 岛 [2:i=~ γtrt+1 I Xo = 斗， γ 折扣累积奖赏.

为叙述简洁，后面在涉及上述两种累积奖赏时，就不再说明奖赏类别，读者

从上下文应能容易地判知.令 Xo 表示起始状态， α。表示起始状态上采取的第一

个动作;对于 T 步累积奖赏，用下标 t 表示后续执行的步数.我们有状态-动作

值函数

(QF(Z 叫= lE1l"[~ 2:;=1 rt I Xo = X叫
(16.6) 

钊(X ， a) = lE1l"[2:i=~γtrt+1 I Xo = x ,aO = α]. 
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类似的，对于 γ 折扣累积奖赏有

可(X) = 汇巾，α) L P:--tx' (吃→x' + γ可(X')). (16.8) 
αξA x'εX 

需注意的是，正是由于 P 和 R 己知，才可以进行全概率展开.

读者可能己发现，用上面的递归等式来计算值函数，实际上就是一种动态

规划算法.对于 V;， 可设想递归一直进行下去，直到最初的起点;换言之，从值

函数的初始值可T 出发，通过一次迭代能计算出每个状态的单步奖赏 V{， 进而
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V(x) 为 z 的累积奖赏

式(16.7)灵新值函数.

这个写法是为了便于在

同样的算法框架下考虑 T
步累积奖赏和 γ 折扣累积
奖赏

参见习题 16.2.

输入: MDP 四元组 E= (X,A ,P,R); 
被评估的策略 T;
累积奖赏参数 T.

过程:
1: VxεX: V(x) = 0; 
2: for t = 1,2, . . . do 
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3: VxεX: V'(x) = 2::aEA 巾， α) 2::x'EX P:• x' (iR~训，十平V(x'));
4: if t 工 T 十 1 then 
5: break 
6: else 
7: V = V' 
8: end if 
9: end for 

输出:状态值函数 V

圈 16.7 基于 T 步累积奖赏的策略评估算法

从单步奖赏出发，通过一次选代计算出两步累积奖赏巧飞……图 16.7 中算法遵

循了上述流程，对于 T 步累积奖赏，只需迭代 T 轮就能精确地求出值函数.

对于 v; ， 由于乎在 t 很大时趋于 0，因此也能使用类似的算法，只需将怪|

16.7 算法的第 3 行根据式(16.8)进行替换.此外，由于算法可能会迭代很多次，

因此需设置一个停止准则.常见的是设置一个阔值 B， 若在执行一次迭代后债函

数的改变小于 0 则算法停止;相应的?图 16.7 算法第 4 行中的 t = T 十 1 市替

换为

ma芥 lV (x) - V'(x)1 < B . 
xEλ 

有了状态值函数 V， 就能直接计算出状态-动作值函数

(16.9) 

x'εX (16.10) 
(QFM)= 川帆+川)) ; 

的(x， a) 工艺 P:-+x' (R~-+x' 十 γ可(x')) . 
x'EX 

16.3.2 策略改进

对某个策略的累积奖赏进行评估后，若发现它并非最优策略，则当然活望

对其进行改进.理想的策略应能最大化累积奖赏

俨= arg max 2.::: Vπ (x) 
7r X巳X

(16.11) 
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→个强化学习任务可能有多个最优策略，最优策略所对应的值函数 V* 称

为最优值函数，即

\:Ix ξ X: V*(x) = V俨 (x). (16.12) 

拄意，当策略空间无约束时式(16.12)的 V* 才是最优策略对应的值函数，例如对

离散状态空间和离散动作空间，策略空间是所有状态上所有动作的组合，共有

IAIIXI 种不同的策略.若策略空间有约束，则违背约束的策略是"不合法"的，

即便其值函数所取得的累积奖赏值最大，也不能作为最优值函数.

由于最优值函数的累积奖赏值己达最大，因此可对前面的 Bellman 等

式(16.7)和 (16.8)做一个改动，即将对动作的求和改为取最优:

"巳 x'EX (16.13) 
(咋(x)利川全R2→+刷一l(X'));

V; (x) = ~~8f L: P:-+x' (R~-+x' + γV;(x')). 
lb<::...... x'EX 

换吉之，

V*(z)=?JTσ(尘， α) . (16.14) 

代入式(16.10)可得最优状态-动作值函数

z飞X a' t:.ti (16.15) 
(QFh)= 川帆叫七(川));
钊(x， a) = L: P:-+x， (R~-+x' + γmMq(z'， α')). 

x'εX a' t:.ti 

上述关于最优值函数的等式，称为最优 Bellman 等式，其唯一解是最优值函数.

最优 Bellman 等式揭示了非最优策略的改进方式:将策略选择的动作改变

为当前最优的动作.显然，这样的改变能使策略更好.不妨令动作改变后对应的

策略为霄'，改变动作的条件为 Q贺忡，霄'(x) ) 注 V气功，以 γ 折扣累积奖赏为例，

由式(16.10)可计算出递推不等式

V何 (x) ζQπ (x ， íT'(x)) 

=ZPZ;3(R:22， +γV贺 (x'))
x'E三X

::;;2二 P;13(R:习， +γσ(xγ(x')) ) 
x' 巳X
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IA(x)1 是 z 状态下所有
可选动作数.

式(16.7)更新值函数-

式(16.10)计算 Q 佳
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=v汗 (x). (16.16) 

值函数对于策略的每一点改进都是单调递增的，因此对于当前策略霄，可

放心地将其改进为

旷(x) = argmaxQ霄 (x ， a) , 
αεA 

(16.17) 

直到 d 与汀一致、不再发生变化，此时就满足了最优 Bellman 等式?即找到了

最优策略.

16.3.3 策略迭代与值迭代

由前两小节我们知道了如何评估一个策略的值函数，以及在策略评估后如

何改进至获得最优策略.显然，将这两者结合起来即可得到求解最优解的方法:

从一个初始策略(通常是随机策略)出发，先进行策略评估，然后改进策略，评估

改进的策略，再进一步改进策略，……不断迭代进行策略评估和改进，直到策略

收敛、不再改变为止.这样的做法称为"策略迭代" (policy iteration). 

图 16.8 给出的算法描述，就是在基于 T步累积奖赏策略评估的基础上，加

输入: MDP 四元组 E= (X,A,P,R); 
累积奖赏参数 T.

过程:
1: \/x ε X: V(x) = 0，巾， α)= 时司;
2: loop 
3: for t = 1,2,... do 
4: \/x ε X : V'(x) = I:aEA 霄(x ， a) I:x/EX P:'节I (tR~-+XI + 于V(x'));
5: if t = T + 1 then 
6: break 
7: else 
8: V = V' 
9: end if 

10: end for 
11: \/x ε X: 霄'(x) = argmaxaEA Q(x, a); 
12: if \/x :汀'(x) = 汀(x) then 
13: break 
14: else 
15:π= 霄，

16: end if 
17: end loop 

输出:最优策略霄

图 16.8 基于 T 步累积奖赏的策略迭代算法
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参见习题 16.3

式(16.18)史新值函数，

式(16.10)计算 Q 值.

第 16 章强化学习

入策略改进而形成的策略选代算法.类似的，可得到基于 γ 折扣累积奖赏的策

略迭代算法.策略迭代算法在每次改进策略后都需重新进行策略评估，这通常

比较耗时.

由式(16.16)可知，策略改进与值函数的改进是一致的，因此可将策略改进

视为值函数的改善，即由式(16.13)可得

X-+X' \"1 '--X-+X" T . ~-~，-- '1' (16.18) th)=…2:x' EX P::-+ 比 41));
风(X) = maxaEA 2:x'εx PZ• X' (町→X' + γV")'(X')) . 

于是可得到值迭代(value iteration)算法?如图 16.9 所示.

输入: MDP 四元组 E = (X,A ,P,R); 
累积奖赏参数 T;
收敛阙值。-

过程:
1: Vxε X: V(x) = 0; 
2: for t = 1,2, ' , • do 
3: Vxε X : V'(x) = maxαEA L:x' EX P:-+x' (t R~-+x' 十平V(x'));
4: if maxxEX lV(x) - V'(x)1 < () then 
5: break 
6: else 
7: V=V' 
8: end if 
9: end for 

输出:策略汀(x) = argmaxaEA Q怡， α)

图 16.9 基于 T 步累积奖赏的值迭代算法

若采用 γ 折扣累积奖赏，只需将图 16.9 算法中第 3 行替换为

\fx ε X: V'(x) = 型经艺 P::-+X， (R~-+x' + γV(x')) . (16.19) 
x'εX 

从上面的算法可看出?在模型已知时强化学习任务能归结为基于动态规划

的寻优问题.与监督学习不同?这里并未涉及到泛化能力，而是为每一个状态找

到最好的动作.

16.4兔模型学习

在现实的强化学习任务中，环境的转移概率、奖赏函数往往很难得知，甚



16.4 免模型学习

亦称"无模型学习"

蒙特卡罗方法参见 14.7
节; 14.5.1 节中使用过马尔

可夫链蒙特卡罗方法与
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至很难知道环境中」共有多少状态.若学习算法不依赖于环境建模，则称为争

"免模型学习" (model-free learning)，这比有模型学习要两难得多.

16.4.1 蒙特卡罗强化学习

在免模型情形下，策略选代算法首先遇到的问题是策略无法评估，这是由

于模型未知而导致无法做全概率展开.此时?只能通过在环境中执行选择的动

作?来观察转移的状态和得到的奖赏.受 K 摇臂赌博机的启发，一种直接的策

略评估替代方法是多次"采样"，然后求取平均累积奖赏来作为期望累积奖赏

的近似，这称为蒙特卡罗强化学习.由于采样必须为有限次数?因此该)j法史适

合于使用 T 步累积奖赏的强化学习任务.

另一方面?策略迭代算法估计的是状态值函数 V， 而最终的策略是通过状

态.动作值函数 Q 来获得当模型己知时，从 V 到 Q 有很简单的转换方法，而

当模型未知时7 这也会出现困难.于是，我们将估计对象从 V 转变为 Q， Il!P估计

每一对"状态-动作"的值函数.

此外，在模型未知的情形下，机器只能是从一个起始状态(或起始状态集

合)开始探索环境，而策略选代算法由于需对每个状态分别进行估计，因此在这

种情形下无法实现.例如探索种瓜的过程只能从播下种子开始，而不能任意选

择种植过程中的一个状态开始.因此?我们只能在探索的过程中逐渐发现各个

状态并估计各状态-动作对的值函数.

综合起来，在模型米知的情形下，我们从起始状态出发、使用某种策略进行

采样，执行该策略 T 步并获得轨迹

< Xo ， α0 ， T1 , X1 ， α1， T2 , . . . , XT-1 ， αT-l ， TT , XT >, 

然后，对轨迹中出现的每一对状态m动作?记录其后的奖赏之和，作为该状态自动

作对的一次累积奖赏采样值.多次来样得到多条轨迹后，将每个状态·动作对的

累积奖赏采样值进行平均，即得到状态-动作值函数的估计.

可以看出?欲较好地获得值的数的估计，就需要多条不同的来样轨迹.然

而，我们的策略有可能是确定性的7 即对于某个状态只会输出一个动作?若使用

这样的策略进行采样?则只能得到多条相同的轨迹.这与 K 摇臂赌博机的"仅

利用"法面临相同的问题7 时此可借鉴探索与利用折中的办法，例如使用←贪

心法?以 ε 的概率从所有胡作中均匀随机选取一个，以 1-E 的概率选取当前最

优动作.我们将确定性的策略付称为 "1尿桌始策略

法的策略记为
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假定只有一个最优动作

默认均匀概率选取动作

采样第 s 条轨迹.

对每一个状态动作对，

计算轨迹中的累积奖赏.

式(16勾史新平均奖赏.

根据值函数得到策略

第 16 章强化学习

1 7T (X) , 以概率 1- E; 
7TE(X) = < '" - - (16.20) 

IA 中以均匀概率选取的动作， 以概率 E.

对于最大化值函数的原始策略霄= argmaxαQ忡， α)，其←贪心策略扩中，当前

最优动作被选中的概率是 1-E 十南，而每个非最优动作被选中的概率是由

于是，每个动作都奇可能被选取，而多次采样将会产生不同的采样轨迹.

与策略选代算法类似，使用蒙特卡罗方法进行策略评估后，同样要对策

略进行改进.前面在讨论策略改进时利用了式(16.16)揭磊的单调性，通过换

入当前最优动作来改进策略.对于任意原始策略霄，其 E-贪心策略 f 仅是将

ε 的概率均匀分配给所有动作，因此对于最大化值函数的原始策略扩7 同样有

Qπ (X ， 霄'(X)) ;;;::: v付(X) ， 于是式(16.16)仍成立，即可以使用问样方法来进行策略

改进.

图 16.10 给出了上述过程的算法描述，这里被评估与被改进的是同一个策

略，因此称为"同策略" (on-policy )蒙特卡罗强化学习算法.算法中奖赏均值

采用增量式计算，每来样出一条轨迹，就根据该轨迹涉及的所有"状态-动作"

对来对值函数进行更新.

输入:环境 E;
动作空间 A;
起始状态 xo;
策略执行步数 T.

过程:

1: Q(x, a) = 0，川的(x ， a) = 0，巾， α)= 司司;
2: for s = 1,2, . .. do 
3: 在 E 中执行策略贺产生轨迹

< xo ， α 口 ， rl ， xl ， α1 ， r2 ，...， XT-l ， αT-l ， rT ， XT >; 
4: fort=O,1,...,T-1 do 

5: R = T=-t I:乙t+l ri; 
6: Q(町，向) = 2(町'注22士;31t)+R;
7: ∞unt(町，向) = count(xt ，向)+1
8: end 如r

9: 对所有已见状态 X:

I argmaxa , Q(x ， 的， 以概率 1-E
霄(x ， a) == < ::, ~~-~-~-:U~ ,-J: ~:' ~ :;_，~ tr~ _:_ 

l 以均匀概率从 A 中选取动作， 以概率 ε.

10: end for 

输出:策略作

图 16.10 同策略蒙特卡罗强化学习算法
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同策略蒙特卡罗强化学习算法最终产生的是←贪心策略.然而，引入←贪

心是为了便于策略评估，在使用策略时并不需要←贪心;实际上我们希望改进

的是原始(非 ε-贪心)策略.那么，能否仅在策略评估时引入 f-贪心，而在策略改

进时却改进原始策略呢?

这其实是可行的.不妨用两个不同的策略贺和汗'来产生采样轨迹，两者的

区别在于每个"状态-动作对"被采样的概率不同.一般的，函数 f在概率分布

p 下的期望可表达为

E[fl =护)f(x队 (16.21)

可通过从概率分布p上的采样 {Xl，吨，...， xm} 来估计 f 的期望，即

血[fl = 卢艺 f(x) 阳2)

若引入另一个分布 q， 则函数 f 在概率分布p下的期望也可等价地写为

r I_'P(X) E[fl = I q(x) 一~~~ f(x)dx . (16.23) Jx "n q(x) 

上式可看作指f(x) 在分布 q 下的期望，因此通过在 q 上的采样间，

吨， ...， x~} 可估计为

1ζ~p(xD 
皿[fl=~_): 一土f(xD.

mξr q(xD 
(16.24) 

回到我们的问题上来，使用策略作的来样轨迹来评估策略霄，实际上就是

对累积奖赏估计期望

Q(吼叫艺η (16.25) 

若改用策略作'的采样轨迹来评估策略霄，则仅需对累积奖赏加权，即

咽 m D霄

Q(x,a) = 本主革凡 (16.26) 

其中 Pf 和 Pf' 分别表示两个策略产生第 4 条轨迹的概率.对于给定的一条轨

迹(句，句， r1，.. 叮叮-1，即-1， rT ， XT) ， 策略霄产生该轨迹的概率为

T-l 

p 7r = rr 71"(町，向)PE→Xi+l (16.27) 
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默认均匀概率选取动作

采样第 8条轨迹

重要性采样系数

计算修正的累积奖赏

式(16.2) 史新平均奖赏

根据值函数得到策略，
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虽然这里用到了环齿的转移概率 pt→Xi十1 '但式(16.24)中实际只需两个策略概

率的比值
p计 ι1 汀(x乞， αí)
十二

P霄，士;1 扩(x州)
(16.28) 

若 T 为确定性策略而扩;是作的 E-贪心策略，则 7T (X毡， αí) 始终为 1 ， 7T' (句，向)

为由或 1-E+ 曲，于是就能对策略作进行评估了.图 16.11 给出了"异策

略" (off-policy) 蒙特卡罗强化学习算法的描述.

输入:环境 E;
动作宅间 A:
起始状态均，
策略执行步数 T.

过程:
1: Q(x,a) = 0, count(川)斗，巾，α)= 古到;
2: for s = 1,2, . . . do 
3: 在 E 中执行作的 E-贪心策略产生轨迹

< xo ， α0 ， r l, Xl ， α1 ， r2 ，'" ， XT-l ， αT-l ， rT ， xT >j 

4: 如= ~ 1___ E + E/IAI，向=巾) ; .0 1 E/IAI, 向井 τ(x) ，

5: for t = 0.1……T 一 1 do 
6: R = T~t 艺Lt+1 (r川 HZLz1 去) ; 
7: Q(Xt , at) = Q(町'2izzttr)+R;
8: c∞ou皿I

9止 end for 
10: 霄(x) = argmaxα I Q(x, a') 
11: end for 

输出:策略叮

图 16.11 异策略蒙特卡罗强化学习算法

16.4.2 时序差分学习

蒙特卡罗强化学习算法通过考虑采样轨迹?克服了模型未知给策略估计造

成的困难.此类算法需在完成一个采样轨迹后再更新策略的值估计?而前而介

绍的基于动态规划的策略迭代和值迭代算法在每执行→步策略后就进行值函

数更新.两者相比?蒙特卡罗强化学习算法的效率低得多?这里的主要问题是

蒙特卡罗强化学习算法没有充分利用强化学习任务的 MDP 结构.时序主分

(Temporal Difference，简称 TD) 学斗则结合了动态规划与蒙特卡罗方法的思

想，能做到更高效的免模型学习.

蒙特卡罗强化学习算法的本质，是通过多次尝试后求平均未作为期望累
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积奖赏的近似?但它在求平均时是"批处理式"进行的?即在一个完整的采

样轨迹完成后再对所有的状态-动作对进行更新.实际上这个更新过程能增

量式进行.对于状态-动作对 (x ， α)，不妨假远基于 t 个采样己估计出值函数

Qt(x ， α) = t 2::;=1 ri ， 则在得到第 t+1 个采样 η+1 时，类似式(16.3) ，有

Qf+l (x ,a) = Qf(x,a) +山h+l -Qf川川9)

显然，只需给 Qt(x ， a) 加上增量击(rt+l - Qt(X, a)) 即可更一般的，将击
替换为系数 αt+l ， 则可将增量项写作 αt+l (rt+l - Qt(吼叫).在实践中通常令

αt 为一个较小的正数值 α，若将 Qf怡， α) 展开为每步累积奖赏之和，则可看出

系数之和为 1，即令 αt= α 不会影响 Qt 是累积奖赏之和这一性质.更新步长 α

越大?则越靠后的累积奖赏越重要.

以 γ 折扣累积奖赏为例7 利用动态规划方法且考虑到模型未知时使用状

态-动作值函数更方便?由式(16.10)有

Q1r (x ,a) = 汇 P::-+x， (R~→JγV1r (X')) 
x'EX 

口 2二 PJ→扩 (R~._"x' 十 γ 艺汀(x' ， a')Q1r (x' , a')). (16.30) 
x'EX a' 丘A

通过增量求和可得

Qf+l (尘， α) = Qf(队 α)+α (R~→x' + γQf(x' ， α') - Qf(几 α)) , (16.31) 

其中 x' 是前一次在状态 z 执行动作 α 后转移到的状态， α， -是策略 π 在 x' 上选

择的动作.

使用式(16.3日，每执行一步策略就更新一次值函数估计，于是得到图 16.12

的算法.该算法由于每次更新值函数需知道前一步的状态(state)、前一步的动

作(actio口)、奖赏值(reward)、当前状态(state)、将要执行的动作(actio时，由

字32;;英文羊坷的首 此得名为 Sarsa 算i法去 [R叩叫町r 缸m削1吐川dN阳i让阳rar叫a创I
略算法'算法中评估(第 6 才行于η)、执行(第 5 行)的均为←贪心策略.

将 Sarsa 修改为异策略算法，则得到图 16.13 描述的 Q-学习 (Q卡arni吨)算

法 [Watkins and Dayan, 1992]，该算法评估(第 6 行)的是←贪心策略?而执行(第

5 行)的是原始策略.
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默认均匀概率选取动作.

单步执行策略

原始策略的 ε 贪心策咯

式(16.31)更新位函数

默认均匀概率选取动作.

单步执行策略

原始策略.

式(16.31)更新值函数-

输入:环境 E;

过程:

动作空间 A;
起始状态 xo;
奖赏折扣 γ;
更新步长 α

1: Q(X, a) = 0 , 1l" (x , a) = 时司;
2: x = xo ， α= 汀(叶;
3: for t = 1,2, . .. do 
4: r,x' = 在 E 中执行动作 α 产生的奖赏与转移的状态;
5: a' = πε (x'); 

6: Q(x, a) = Q(x, a) + α (r 十 γQ(x' ， a') - Q(x, a)); 
7: 霄(x) = argmaxa" Q怡， α") ; 
8: x=x' ， α=α' 
9: end for 

输出:策略霄

输入:环境 E;

过程:

动作空间 A;
起始状态 xo;
奖赏折扣 γ;
更新步长白.

圄 16.12 Sarsa 算法

1: Q(x, a) = 0，霄(x ， a) = 时司;
2: x = xo; 
3: for t = 1,2, . . . do 

第 16 章强化学习

4: r ,x' = 在 E 中执行动作 1l"<(x) 产生的奖赏与转移的状态;
5: a' = 汀(x');

6: Q(x, a) = Q(x , a) + α (r+ γQ(x' ， a') - Q怡， α));
7: 付 (x) = argmaxa " Q(尘， α") ; 
8: x =x' ， α=α' 
9: end for 
输出:策略汀

图 16.13 Q-学习算法

16.5 值函数近似

前面我们一直假定强化学习任务是在有限状态空间上进行，每个状态可

用一个编号来指代;值面数则是关于有限状态的"表格值函数" (tabular value 

functio时，即值函数能表示为一个数组，输入 i 对应的函数值就是数组元素 4 的

值，且更成一个状态上的值不会影响其他状态上的值.然而，现实强化学习任务
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所面临的状态空间往往是连续的，有无穷多个状态.这该怎么办呢?

一个直接的想法是对状态空间进行离散化，将连续状态空间转化为有限离

散状态空间?然后就能使用前面介绍的方法求解.遗憾的是，如何有效地对状态

空间进行离散化是一个难题，尤其是在对状态空间进行探索之前.

实际上，我们不妨直接对连续状态空间的值函数进行学习.假定状态空间

为 η 维实数空间 X = Jæn ， 此时显然无法用表格值函数来记录状态值.先考虑简

单情形，即值函数能表达为状态的线性函数 [Busoniu et al., 2010] 

均(x) = θTX ， (16.32) 

其中 z 为状态向量， θ 为参数向量.由于此时的值函数难以像有限状态那

样精确记录每个状态的值，因此这样值函数的求解被称为值函数近似 (value

function approximatio时.

我们希望通过式(16.32)学得的值函数尽可能近似真实值函数 V7r，近似程

度常用最小二乘误差来度量:

局=lE…[(俨 (x) 一比例)斗， .(16.33) 

其中lEæ叫表示由策略汀所采样而得的状态上的期望.

为了使误差最小化，采用梯度下降法，对误差求负导数

θE(} lr.' rθ比(x) l 
3百= lEæ叫 I 2 (V7r (x) 协(叫)丁'~~J I 

= lEæ叫 [2(V作 (x) 一均(x) ) 剖， (16.34) 

于是可得到对于单个样本的更新规则

θ=θ 十 α (V贺 (x) 均(x)) x . (16.35) 

、我们并不知道策略的真实值函数 V飞但可借助时序差分学习，基于

V作 (x) = r 十 γVπ (x') 用当前估计的值函数代替真实值函数，即

θ=θ+α(r+ γ均 (x') 一均(x)) x 

=()十 α(r+ γθTX' 一 θTX) X , (16.36) 



390 

核方法参见第 6 章.

原始策略的←贪心策略.

式(16.36)史新参数.

亦称"学徒学习"

(apprenticeship learning) , 

"示范学习" (Iearning 
from demonstration) , "观

察学习" (Iearning by 
watching); 与机器学习早
期的"示教学习"有直接
联系，参几1.5 节
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其中 x' 是下一时刻的状态.

需注意的是，在时序差分学习中需要状态"动作值函数以便获取策略.这里

一种简单的做法是令 θ 作用于表示状态和动作的联合向量上，例如给状态向量

增加一维用于存放动作编号，即将式(16.32)中的 m 替换为 (x; α); 另一种做法是

用。/1 对动作选择进行编码得到向量 α= (0; . . . ; 1; . . . ; 0)，其中 "1" 表示该动

作被选择，再将状态向量与其合并得到 (x; α)，用于替换式(16.32)中的 x. 这样

就使得线性近似的对象为状态-动作值函数.

基于线性值面数近似来替代 Sarsa 算法中的值面数，即可得到图 16.14 的

线性值函数近似 Sarsa 算法.类似地可得到线性值函数近似 Q-学习算法.显然，

可以容易地用其他学习方法来代替式(16.32)中的线性学习器，例如通过引入核

方法实现非线性值函数近似.

输入:环境 E;

过程:

动作空间 A;
起始状态 XQ;
奖赏折扣 γ;
更新步长 α.

1: (J = 0; 
2: æ 口町， α= 何(æ) = arg maxa" θT(æ;α") ; 
3: for t = 1,2, . . . do 
4: r ,æ' = 在 E 中执行动作 α 产生的奖赏与转移的状态;
5: a' = 7l"气的;

6:θ=θ+α(r+ γ(JT(æ'; a') 一 θT(æ;α))(æ;α);
7: 7l"(æ) = argmaxα"θT(æ; a"); 
8: æ = æ' ， α=α' 
9: end for 
输出:策略霄

圄 16.14 线性值函数近似 Sarsa 算法

16.6 模仿学习

在强化学习的经典任务设置中，机器所能获得的反馈信息仅有多步决策后

的累积奖赏，但在现实任务中，往往能得到人类专家的决策过程范例，例如在种

瓜任务上能得到农业专家的种植过程范例.从这样的范例中学习，称为"模仿

学习" (imitation "learning). 
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16.6.1 直接模仿学习

强化学习任务中多步决策的搜索空间巨大，基于累积奖赏来学习很多步之

前的合适决策非常困难'而直接模仿仿，人类专家的"状态-动作对P刃P 白闯J民显显著缓解这

一困难'我们称其为"直接模仿学习

假定我们获得了一批人类专家的决策轨迹数据{卡T1 ，7:咆2鸟，. .…川.叮，7;阳m} ， 每条轨迹

包含状态和动作序列

η= (sí， αì， S2'αL …， S~i +l)' 

其中 ni 为第 4 条轨迹中的转移次数.

有了这样的数据，就相当于告际机器在什么状态下应选择什么动作，于是

可利用监督学习来学得符合人类专家决策轨迹数据的策略.

我们可将所有轨迹上的所有"状态-动作对"抽取出来，构造出一个新的数

据集合

D = {(Sl， α1) ， (S2 ， α2) ,…, (SE~l ni' aE~l ni)} , 

即把状态作为特征，动作作为标记;然后，对这个新构造出的数据集合 D 使用

分类(对于离散动作)或回归(对于连续动作)算法即可学得策略模型.学得的这

个策略模型可作为机器进行强化学习的初始策略，再通过强化学习方法基于环

境反馈进行改进，从而获得更好的策略.

16.6.2 逆强化学习

在很多任务中，设计桨棠函数往往相当困难，从人类专家提供的也例数据

中反推出奖赏函数有助于解决该问题?这就是逆强化学习 (inverse reinforce­

ment learning) [Abbeel and Ng, 2004]. 

在逆强化学习中，我们知道状态空间 X、动作空间 A， 并且与直接模仿学

习类似?有一个决策轨迹数据集 {T1 ， T2 ， … 7 日}.逆强化学习的基本思想是:欲

使机器做出与范例一致的行为 7 等价于在某个奖赏函数的环境中求解最优策略，

该最优策略所产生的轨迹与范例数据一致.换言之，我们要寻找某种奖赏函数

使得范例数据是最优的，然后即可使用这个奖赏函数来训练强化学习策略.

不妨假设奖赏函数能表达为状态特征的线性函数，即 R(x) wTx 于是，

策略汀的祟积奖赏叫写为

r+∞ 1 r+∞ 1 

ρ贺二lE l汇γtR(xt) I 汀 I =E I 汇 γtwTXt I 作|
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=山[兰何|汀] (16.37) 

即状态向量加权和的期望与系数ω 的内积.

将状态向量的期望lE [Lt写俨叫汗]简写为 t 注意到获得F 需求取期

望.我们可使用蒙特卡罗方法通过来样来近似期望?而范例轨迹数据集恰可看

作最优策略的一个来样，于是，可将每条范例轨迹上的状态加权求和再平均，记

为矿.对于最优奖赏函数 R(x) = ω*TX 和任意其他策略产生的军飞有

ω*T扩 ω*TX7r ω*T(矿 - X11") ?: 0 . (16.38) 

若能对所有策略计算出(矿 -F)，即可解出

旷工町gm阻 minωT(矿 -F) (16.39) 
龟1) " 

S.t. 11ω11 ~ 1 

显然，我们难以获得所有策略，一个较好的办法是从随机策略开始，迭代地

求解更好的奖赏函数，基于奖赏函数获得更好的策略，直至最终获得最符合范

例轨迹数据集的奖赏函数和策略如图 16.15 算法所示.注意在求解更好的奖

赏函数时，需将式(16.39)中对所有策略求最小改为对之前学得的策略求最小.

输入:环境 E;

过程:

状态空间 X;
动作空间 A;
范例轨迹数据集 D={1'"lJ 他 ...， 7m }.

1: 矿=从范例轨迹中算出状态加权和的均值向量;
2: 1[' =随机策略;
3: for t = 1 ， 2尸.. do 
4: 可=从 T 的采样轨迹算出状态加权和的均值向量;
5: 求解 ω* 二 argmax四 minf=l wT(æ* 一可) S.t. 11ω11 :S; 1; 
6: 1[' =在环境 (X， A ， R(æ) = W*Tæ) 中求解最优策略;
7: end for 

输出:奖赏函数 R(æ)=w*Tæ 与策略作

固 16.15 迭代式逆强化学习算法



16.7 阅读材料

"后悔" (regret)是指在
不确定性条件下的决策与
确定性条件下的决策所获
得的奖赏间的差别

Samuel 跳棋工作参见
p.22. 
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16.7 阅读材料

强化学习专门书籍中最著名的是 [Sutton and Barto, 1998]. [Gosavi, 2003] 

从优化的角度来讨论强化学习， [Whiteson, 2010] 则侧重于介绍基于演化算法

搜索的强化学习方法. [Mausam and Kolobov, 2012] 从马尔可夫决策过程的视

角介绍强化学习， [Sigaud and Buffet, 2010] 覆盖了很多内容?包括本章未介绍

的部分可观察马尔可夫决策过程 (Partially Observable MDP，简称 POMDP) 、

策略梯度法等.基于值函数近似的强化学习可参阅 [Busoniu et al., 2010]. 

欧洲强化学习研讨会(EWRL)是专门性的强化学习系列研讨会?多学科强

化学习与决策会议(RLDM)则是从 2013 年开始的新会议.

[Kaelbling et al., 1996] 是一个较早的强化学习综述， [Kober et 址， 2013;

Deisenroth et 此， 2013] 则综述了强化学习在机器人领域的应用.

[Kuleshov and Precup, 2000] 和 [Vermorel and Mohri , 2005] 介绍了多种

K-摇臂赌博机算法井进行了比较.多摇臂赌博机模型在统计学领域有大量研

究 [Berry and Ftistedt , 1985]，近年来在"在线学习" (online learning) 、 "对

抗学习" (adversariallearning) 等方面有广泛应用， [Bubeck and Cesa-Bianchi, 

2012] 对其"悔界" (regret bound)分析方面的结果进行了综述.

时序差分(TD)学习最早是 A. Samuel 在他著名的跳棋工作中提出?

[Sutton, 1988] 提出了 TD(λ) 算法，由于 [Tesauro ， 1995] 基于 TD(λ) 研制的

TD-Gammon 程序在西洋双陆棋上达到人类世界冠军水平而使 TD 学习备受

关注. Q-学习算法是 [Watkins and Dayan, 1992] 提出， Sarsa 则是在 Q-学习算

法基础上的改进 [Rummery and Niranjan, 1994]. TD 学习近年来仍有改进和

推广，例如广义 TD 学习 [Ueno et al., 2011]、使用资格迹(eligibility traces) 的

TD 学习 [Geist and Scherrer, 2014]等. [Dann et 址， 2014] 对 TD 学习中的策略

评估方法进行了比较.

模仿学习被认为是强化学习提速的重要手段 [Lin ， 1992; Price and Boutili­

er , 2003]，在机器人领域被广泛使用 [Argall et al., 2009]. [Abbeel and Ng, 2004; 

Langford and Zadroz町， 2005] 提出了逆强化学习方法.

在运筹学与控制论领域，强化学习方面的研究被称为"近似动态规

划" (approximate dynamic programming)，可参阅 [Bertseka日， 2012].
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习题

16.1 用于 K-摇'胃赌博机的 UCB (Upper Confidence Bound，上置信界)方

法每次选择 Q(k) + UC(k) 最大的摇臂，其中 Q(k) 为摇臂 k 当前的平

均奖赏， UC(k) 为置信区间.例如

Q(k) +川
其中 η 为己执行所有摇臂的总次数， nk 为己执行摇臂 k 的次数.试比

较 UCB 方法与←贪心法和 Softmax 方法的异同.

16.2 借鉴图 16.7，试写出基于 γ 折扣奖赏函数的策略评估算法

16.3 借鉴图 16.8，试写出基于 γ 折扣奖赏函数的策略选代算法.

16.4 在没有 MDP 模型时，可以先学习 MDP 模型(例如使用随机策略进行

采样，从样本中估计出转移函数和奖赏函数)，然后再使用有模型强化

学习方法.试述该方法与免模型强化学习方法的优缺点.

16.5 试推导出 Sarsa 算法的更新公式(16.31 ). 

16.6 试借鉴图 16.14 给出线性值函数近似 Q-学习算法.

16.7 线性值函数近似在实践中往往有较大误差.试结合 BP 神经网络?将

线性值函数近似 Sarsa 算法推广为使用神经网络近似的 Sarsa 算法.

16.8 试结合核方法，将线性值函数近似 Sarsa 算法推广为使用核函数的非

线性值函数近似 Sarsa 算法.

16.9 对于目标驱动 (goal-directed) 的强化学习任务，目标是到达某一状态，

例如将汽车驾驶到预定位置.试为这样的任务设置奖赏函数，并讨论

不同奖赏函数的作用(例如每→步未达目标的奖赏为 0、 -1 或 1).

16.10* 与传统监督学习不同?直接模仿学习在不同时刻所面临的数据分布可

能不同.试设计一个考虑不 rRJ时刻数据分布变化的模仿学马算法.



参考文献 395 

参考文献

Abbeel, P. and A. Y. Ng. (但20∞04). "咀Appr白en时ti比ce臼s由h印 lea缸rni由i吨 via inverse rein­

forcement learning." In Proceedings of the 21st International Conference on 

Mαchine Learning ρCML)， Banff, Canada. 

Argall, B. D. , S. Chernova, M. Veloso, and B. Browning. (2009). "A survey 

of robot learning from demonstration." Robotics αηd A utonomous Systems, 

57(5):469-483. 

Berr)气 D. and B. Fristedt. (1985). Bα时it Problems. Chapman & HalljCRC, 
London, UK. 

Bertsekas, D. P. (2012). Dynamic Progra阳ning αnd Optimal Control: Approx­

imαte Dynαmic Programming, 4th edition. Athena Scientific, Nashu礼 NH.

B山eck， S. and N. Cesa-Bianchi. (2012). "Regret analysis of stochastic and 

nonstochastic mu1ti-armed bandit problems." Foundαtions αnd Trends in 

Mαchine Learning, 5(1):1-122. 

Buso时民 L. ， R. Babuska, B. De Schutter, and D. Ernst. (2010). Reinforcement 

Learning αndDynαmic Programming Using Punction Approximators. Chap­

man 缸HalljCRC Press, Boca Raton , FL. 

Dan丑， C. , G. Neumann, and J. Peters. (2014). "Policy eva1uation with tem­

poral differences: A survey and comparison." Journal of Machine Learning 

Reseαrch， 15:809一883.

Deisenroth, M. P. , G. Neumann, and J. Peters. (2013). 咀 survey on policy 

search for robotics." Foundαtions and Trends in Robotics, 2(1-2):1-142. 

Geist, M. and B. Scherrer. (2014). "Off-policy learni吨 with eligibility traces: 

A survey." Journαl of Machine Le盯ning Research, 15:289-333. 

Gosavi , A. (2003). Simulatio仔Bαsed Optimization: Pαrametric Optimization 

Techniques αnd Reinforcement Leαrning. Kluwer , Norwell, MA. 

Kζ飞e1bli吨， L. 丑， M. L. Littman, and A. W. Moore. (1996). "Reinforcement 

1earni吨: A survey." Journal of Artificial Intelligence Research, 4:237-285. 

Kober, J. , J. A. Bagnell, and J. Peters. (2013剖). "Rein时f岛orce创m丑ner

robotics: A survey." International Jo旷nal on Robotics Research, 32(11): 

1238一1274.

Ku1eshov, V. and D. Prec叩 (2000). "Algorithms for the multi-armed bandit 



396 第 16 章强化学习

problem." Journal of Machine Learning Reseαrch， 1:1-48. 

Langford, J. and B. Zadroz町. (2005). "Relating reinforcement learni吨 perfor­

mance to classi丑cation performance." In Proceedings of the 22nd Internα­

tional Conference on Machine Learning ρCML)， 473-480, Bonn, Germany. 

Lin, L.-J. (1992). "Self-improvi吨 reactive agents based on reinforcement learn­

ing, planni丑g and teachi吨 " Machine Leαrnz呻， 8(3-4):293-321. 

Mausam and A. Kolobov. (2012). Plαnning with Mαrkov Decision Processes: 

An AI Perspective. Morga丑& Claypool, San Rafael, CA. 

Price, B. and C. Boutilier. (2003). "Accelerating reinforcement learr血g

through implicit imitation." Journal of Artificial Intelligence Research, 19: 

569一629.

Rummery, G. A. and M. Nira时an. (1994). "On-line Q-learning using connec­

tionist systems." Technical Report CUEDjF-INFENGjTR 166, Engineering 

Department, Cambridge University, Cambridge, UK. 

Siga时， O. and O. Buffet. (2010). Mαrkov Decision Processes in A付币cialln­

telligence. 飞iViley， Hoboken, NJ. 

Sutton, R. S. (1988). "Learni吨 to predict by the methods of temporal differ­

ences." Machine Learning, 3(1):9-44. 

Sutton, R. S. and A. G. Barto. (1998). Reinforcement Learn饥g: An Introduc­

tion. MIT Press, Cambridge, MA. 

Tesauro, G. (1995). "Temporal difference learni吨 and TD-Gammon." Com­

municαtions of the ACM, 38(3):58-68. 

Ueno, T., S. Maeda, M. Kawanabe, and S. Ishii. (2011). "Generalized TD learn­

ing." Journal of Machine Learning Reseαrch， 12:1977-2020. 

Vermorel, J. and M. Mohri. (2005). "Multi-armed bandit algorithms and empir­

ical evaluation." In Proceedings of the 16th Europeαn Conference on Machine 

Lear加叼 (ECML)， 437-448, Porto, Portugal 

Watkin日， C. J. C. H. and P. Dayan. (1992). "Q-learning." Machine Learning, 8 

(3-4):279-292. 

Whiteson, S. (2010). Adα:pti肥 Representαtions for Reinforcement Learning. 

Springer, Berlin. 



休息一会儿

切比雪夫在圣彼得堡大

学培养出马尔可夫、李亚
普诺夫、柯尔金、格拉维
等著名数学家，还影响了
圣彼得堡大学之外的很多

数学家. 圣彼得堡学派标

志着俄罗斯数学走到了世
界前沿

休息一会儿

小故事:马尔可夫决策过程与安德烈·马尔可夫

安德烈·安德烈维奇·马尔可夫(Andrey Andreyevich 

~arkov， 1856--1922)是著名俄罗斯数学家、圣彼得堡数学

学派代表性人物，在概率论、数论、函数逼近论、微分方程

等方面有重要贡献.

马尔可夫出生在莫斯科东南的梁赞(Ryazan) ， 17 岁时

397 

独立发现了一种线性常微分方程的解法，引起了圣彼得堡大学几位数学家的注

意. 1874 年他考入圣彼得堡大学数学系 ， 1878 年毕业并留校任教， 1884 年获博

士学位， 导师是圣彼得堡学派领袖、著名数学家切比雪夫.此后马尔可夫一直

在圣彼得堡大学任教.马尔可夫在早期主要是沿着切比雪夫开创的方向，改进

和完善了大数定律和中心极限定理，但他最重要的工作无疑是开辟了随机过程

这个领域.他在1906--1912年间提出了马尔可夫链，开创了对马尔可夫过程的

研究.现实世界里小到分子的布朗运动、大到传染病流行过程，马尔可夫过程

几乎无所不在.在他的名著《概率演算》中 ， 马尔可夫是以普希金的长诗《叶

甫根尼·奥涅金》中元、辅音字母变化的规律为例来展示马尔可夫链的性质.

马尔可夫决策过程是马尔可夫过程与确定性动态规划的结合，基本思想在二十

世纪五十年代出现，此时马尔可夫已去世三十多年了.

马尔可夫的儿子也叫安德烈·安德烈维奇·马尔可夫(1903--1979) ， 也是

著名数学家，数理逻辑中的"马尔可夫原则" (~arkov Principle) 、 "马尔可夫

规则" (~arkov Rule) ， 理论计算机科学中图灵完备的"马尔可夫算法"等，是

以小马尔可夫的名字命名的.马尔可夫的弟弟弗拉基米尔.安德烈维奇·马尔

可夫(1871--1897)也是一位数学家，"马尔可夫兄弟不等式" 就是以他和哥哥

安德烈的名字命名的.





附录

A 矩阵

A.l 基本演算

记实矩阵 Aε ~mxn 第 4 行第 j 列的元素为 (A)ij = Aj. 矩阵 A 的转

置(transpose )记7'1 AT, (AT)ij = Aρ· 显然，

(A+B)T=AT 十 BT ，

(AB)T = BT A T . 

(A.l) 

(A.2) 

对于矩阵 Aε~mx飞若 m=n 则称为 n 阶方阵.用 1" 表示 n 阶单位阵，方阵

常直接用 I 表示单位阵. A 的逆矩阵 A一1 满足 AA一1 = A-1A = 1. 不难发现，

(AT )-1 = (A-1)T , 

(AB)一 1 =B • lA-1 . 

(A.3) 

(A.4) 

对于 n 阶方阵 A，它的迹(tr配e)是主对角线上的元素之和，即 tr(A) = 

I:~=1 Ai. 迹有如下性质:

tr(A T) = tr(A) , 

tr(A + B) = tr(A) + tr(B) , 

tr(AB) = tr(BA) , 

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) . 

n 阶方阵 A 的行列式(determinant)定义为

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

det(A) = L par(σ)A1a1 A2σ2 • • • A1a饵 ， (A.9) 
uESn 

其中 8n 为所有 η 阶排列(permutation) 的集合， par(σ) 的值为 1 或 +1 取决

于 σ 口 (σ1 ， σ2 ，... ，叫)为奇排列或偶排列，即其中出现降序的次数为奇数或偶
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数，例如 (1 ， 3 ， 2) 中降序次数为 1 ， (1 ， 4 ， 3 ， 2) 中降序次数为 2. 对于单位阵，有

det(I) = 1.对于 2 阶方阵?有
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n 阶方阵 A 的行列式有如下性质:

det(cA) = cn det(A) , 

det(A T) = det(A) , 

d的(AB) = det(A) det(B) , 

det(A一1) = det(A)-l , 

det(A n) = det(A)n . 

(A. lO) 

(A.ll) 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

矩阵 Aε ]Rm阳的Frobenius 范数定义为

11队|陆AI川忖|陆F户叫川=→→牛(tr叫tr

容易看出，矩阵的Frobenius 范数就是将矩阵张成向量后的 L2 范数.

(A.15) 

A.2 导数

向量 α 相对于标量尘的导数(derivative)，以及 z 相对于 α 的导数都是向

量，其第 4 个分量分别为

(~:) i =尝，
(去) i =去

(A.16) 

(A.17) 

类似的，矩阵 A 对于标量 z 的导数，以及 z 对于 A 的导数都是矩阵，其第

4 行第 j 列土的元素分别为

(尝);24 ， (A.18) 
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。相对于 z 为常向量.
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也)叼=是; (A.19) 

对于函数 f(叫，假定其对向量的元素可导?则 f(æ) 关于 2 的一阶导数是

一个向量，其第 4 个分量为

。f(æ)
(町 (z))t=7277 (A.20) 

f(æ) 关于 z 的二阶导数是称为海森矩阵(Hessian matrix)的一个方阵，其第 4

行第 j 列上的元素为
2δ2f(æ) 

(\12f (æ))η= 苟刁石·

向量和矩阵的寻数满足乘法法则(product rule) 

θæTαθαTæ 
åæ 二 θz 一 α ，

。ABθAθB
一一一=一-B 十 A一一.
θmθzθæ 

由 A-1A=I和式(A.23)，逆矩阵的导数可表示为

θA一1 . 1 åA 唱
一?一 =-A-'-_--A-'

ax ax 

若求导的标量是矩阵 A 的元素，则有

进而有

θtr(AB) T> 

θAij → ~J' , 

θtr(AB) r> T 
。A 一

θtr(ATB) T> 

。A -, 

θtr(A) T 

θA -, 
δ仕(ABAT)

二 A(B+BT) . 
åA 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 
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由式(A.15)和 (A.29)有

θIIAII}δtr(AAT) 
一一一→=一←一一一→ =2A.
θAδA 

附录

(A.30) 

链式法贝!J (chain rule)是计算复杂导数时的重要工具.简单地说，若函数 f

是 g 和 h 的复合?即 f(x) = g (h (x)) ， 则有

θf(x) θg(h(x)) θh(x) 

θzθh(x) θz 

例如在计算下式时，将 Ax-b 看作一个整体可简化计算:

Tθ(Ax - b) 
瓦(Ax - byW(Ax - b) = 二万王一 . 2W(Ax- b) 

= 2AW(Ax - b) . 

A.3 奇异值分解

任意实矩阵Aε ]Rmxn 都可分解为

A=U:EyT 

(A.31) 

(A.32) 

(A.33) 

其中， Uε ]Rmxm 是满足 uTU 二 I 的 m 阶西矩阵(unitary matrix); Yε ]Rnxn 

是满足 yTY=I 的 n 阶国矩阵;:E ε ]R'Tn X旧是 mxn 的矩阵，其中(:E)ii =町

常将奇异值按降序排列 且其他位置的元素均为 0， σz 为非负实数且满足 σ1 注 σ2:;::: …注 O.
以确保 E 的唯一性

当 A 为对称正定矩阵 式(A.33)中的分解称为奇异值分解(Sir耶Ilar Value Decomposition，简称

时，奇异值分解与特征值 SVD)，其中 U 的列向量 Ui 巳]Rm 称为 A 的左奇异向量(leιsi吨ular vector) , 
分解结采相同.

V 的刘向量均巳 ]Rn 称为 A 的右奇异向量(right-singular vector) ， σz 称为奇异

值(singular value). 矩阵 A 的秩(rank)就等于非零奇异值的个数.

奇异值分解有广泛的用途，例如对于低秩矩阵近似(low町r:ank matrix ap­

proximation) 问题，给定一个秩为 T 的矩阵 A，欲求其最优 k 秩近似矩阵 A，

k:::;; r ， 该问题可形式化为

mm IIA-AIIF (A.34) 
AElRmxn 

s.t. rank(A) = k . 
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奇异值分解提供了上述问题的解析解:对矩阵 A 进行奇异值分解后，将矩

阵 2 中的 r-k 个最小的奇异值置零获得矩阵:Ek，即仅保留最大的 k 个奇异

值?则

Ak = Uk:EkVf' (A.35) 

就是式(A.34)的最忧解，其中 Uk 和 Vk 分别是式(A.33)中的前 k 列组成的矩

阵.这个结果称为 Ed也rt-Young咽Mirsky 定理.

B 优化

B.1 拉格朗日乘子法

拉格朗日乘于法(Lagrange multipliers)是→种寻找多元函数在→组约束下

的极值的方法.通过引入拉格朗日乘子，可将有 d 个变量与 k 个约束条件的最

优化问题转化为具有 d 十 k 个变量的无约束优化问题求解.

先考虑 d个等式约束的优化问题.假定 z 为 d 维向量?欲寻找 z 的某个取

值旷，使目标函数 f(x) 最小且同时满足 g(x) = 0 的约束.从几何角度看，该问
题的日标是在由方程 g(x) = 0 确定的 d-1 维曲面上寻找能使目标函数 f(x)

斗目:丰等值线与约束曲面 最小化的点此时不难得到如下结论:

可通过反证法证明若

梯皮'Vf(æ*) 与约束曲面 ·对于约束曲面上的任意点 x， 该点的梯度 'Vg(x) 正交于约束曲面;
不正交1 则仍可在约束曲

面丰移动该点使函数佳选 .在最优点矿，目标函数在该点的梯度 'Vf(旷)正交于约束曲面.
一步下降

由此可知，在最优点旷?如附国B.1 所示?梯度飞7g(x) 和 'Vf(x) 的方向必相同

戚相反，即存在 λ#0 使得

'V f(旷)+λ'Vg(矿) = 0 , 

对等式约束， λ 可能为 λ 称为拉格朗日乘子.定义拉格朗日函数
正也可能为负.

L(x ， λ) = f(x) 十 λg(x) , 

(B.1) 

(B.2) 

不难发现，将其对 z 的偏导数 'VæL间， λ) 置零即得式(B.l)，同时，将其对 λ 的

偏导数 VλL(x ， λ) 置霉即得约束条件 g(x) = 0 于是7 原约束优化问题吁转化

为对拉格朗日函数 L忡， λ) 的无约束优化问题.
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(a) 等式约束 (b) 不等式约束

附图B.l 拉格朗日来子法的几何含义: 在 (a) 等式约束 g(x) = 0 或 (b) 不等式约束

g(x) ζ 0 下 7 最小化目标函数 f(x). 红色曲线表示 g(x) = 0 构成的曲面 7 而其围成的
阴影区域表示 g(x) < 0. 

现在考虑不等式约束 g(x) 延 0，如附图B.1 所示，此时最优点扩 或在

g(x) < 0 的 区域中 ， i现在边界 g(x) = 0 上. 对于 g(x) < 0 的情形， 约束
g(x) 运 。 不起作用 ， 可直接通过条件 VJ(x) = 0 来获得最优点;这等价于将 λ

置零然后对 VæL忡， λ) 置零得到最优点 . g(x ) = 0 的情形类似于 七面等式约

束的分析7 但需注意的是7 此时 VJ(矿)1'内方 向必与 Vg(扩)相反， 即存在常数

λ >0 使得 VJ(扩)十 λVg(旷) = o. 整合这两种情形， 必满足 λg(x) = 0 因此，

在约束 g(x) 运 0 下最小化 J(x) ， 可转化为在如 F约束下最小化式(B.2) 的拉格

朗日的数:

l MZKO 
λ 二~ O ;

μ均 (x) = 0 . 

式(B.3)称为 Karush-Kuhn币lcker (简称KKT)条件.

(B.3) 

上述做法可推广到多个约束. 考虑具有 m 个等式约束和 η 个不等式约束?

且可行域 lDJ C Jæd 非空的优化问题

飞in J(x) (B.4) 

S.t . hi (X) = 0 (i = 1γ .. ， m) , 

gj(x) 运 o (j = 1 ， . . .， η) . 

引入拉格朗日乘子 λ =(λ1 ， 入2γ.. ，入m)T 和 μ=(μ1，的， . . . ， μn)T ， 相应的拉格
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朗日函数为

w
h
υ
 

B Z 
幻μ

'
 

n

艺
间

+ g h 
飞

A

m

艺
间

十
Z FJ = 

μ
 

λ
 

Z L 

由不等式约束引入的 KKT 条件(j =1 ， 2 ，...， n)为

… μj 二，， 0; (B.6) 

一个优化问题可以从两个角度来考察，即"主问题" (primal problem)和

"对偶问题" (dual proble叫.对主问题(B.4)，基于式(B.5)，其拉格朗曰"对偶

在推导对偶问题时，常 函数" (dual function) r : lR.m x lR.n 叶 R 定义为
通过将拉格朗日乘子
L怡， λ， μ) 对 z 求导并令
导数为 0，未获得对偶函数
的表达形式

μE二 0 表示 μ 的分量均
为非负

r(λ， μ)=地 L忡， λ， μ)

二地 (f(X) +卜(咛川)) (B.7) 

若￡ εD 为主问题(B.4)可行域中的点，则对任意 μ)>:0 和 λ 都有

三二 λihi(æ) 十三二 μjgj(æ) :::;; 0 , (B.8) 

进而有

r(λ?μ) = i咀 L(æ ， 入， μ) 运 L(x ， λ， μ) 运 1(x) . (B.9) 
æEollJ} 

若主问题(B.4)的最优值为扩，则对任意 μ)>:0 和 λ 都有

r(λ， μ) :::;; p* , (B. I0) 

即对偶函数给出了主问题最优值的下界.显然，这个F界取决于 μ 和 λ 的值.

于是，一个很自然的问题是:墓于对偶函数能获得的最好F界是什么?这就引

出了优化问题
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这称为 Slater 条件.

非标准二次规划/]问题中

可以包含等式约束目注意

到等式约未能用两个不等

式约未来代替;不等式约
束可通过增加松弛交雯的

方式转化为等式约束

附录

nu 
〉
一μ

 

ι
L
 

CO 、
‘E
J
'
，

μ
 

飞

A
J
'
'飞
飞

pi mJ 
m
λ
 

(B.ll) 

式(B. ll)就是主问题(B.4)的对偶问题，其中入和 μ 称为"对偶变量" (dual 

variable). 无论主问题(B.4)的凸性如何，对偶问题(B.ll)始终是凸优化问题.

考虑式(B.ll)的最优值♂，显然有矿《扩，这称为"弱对偶'性" (weak 

duality)成立;若 d* = p* ， 则称为"强对偶性" (strong duality)成立，此时由对

偶问题能获得主问题的最优下界.对于一般的优化问露，强对偶性通常不成立.

但是?若主问题为凸优化问题?如式(B.4)中 f(x) 和gj(X) 均为凸函数?仇(X) 为

仿射函数，且其可行域中至少有→点使不等式约束严格成立，则此时强对偶性

成立，值得注意的是，在强对偶性成立时，将拉格朗日函数分别对原变量和对偶

变量求导，再并令导数等于霉，即可得到原变量与对俑变量的数值关系.于是，

对偶问题解决了，主问题也就解决了.

B.2 二次规划

二次规划(Quadratic Programming，简称 QP)是一类典型的优化问题，包

括凸二次优化和非凸二次优化.在此类问题中，目标函数是变量的二次函数，而

约束条件是变量的线性不等式.

假定变量个数为 d， 约束条件的个数为 m，则标准的二次规划问题形如

mi丑 lzTQZ 十h
æ z 

s.t. Ax 运 b ，

(B.12) 

其中 m 为 d 维向量， Q E ]Rdxd 为实对称矩阵， A 芒]Rmxd 为实矩阵， b ξ ]Rm 和

cι ]Rd 为实向量， Ax 三二 b 的每一行对应一个约束.

若 Q 为半正走矩阵，则式(B.12) 目标函数是凸函数，相应的二次规划是凸

二次优化问题，此时若约束条件 Ax 延 b 定义的可行域不为墅，且目标函数在

此可行域有下界，则该问题将有全局最小值.若 Q 为E定矩阵，则该问题有唯

一的全局最小值.若 Q 为非正走矩阵，则式(B.12)是有多个平稳点和局部极小

点的 NP 难问题.

常用的二次规划解法有椭球法(ellipsoid method)、内点法(interior

point)、增广拉格朗日法(augmented Lagrangian)、梯度投影法(gradient pro­

jeetion) 等.若 Q 为正定矩阵，则相应的二次规划问题可由椭球法在多项式时

间内求解.
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B.3 半正定规划

半正定规划(Semi-Definite Programming，简称SDP)是一类凸优化问题，

其中的变量可组织成半正定对称矩阵形式，且优化问题的目标函数和约束都是

这些变量的线性函数.

给定 dxd 的对称矩阵X、 c，

c.x= 2:2: CijXij , (B.13) 

若 Ai (i = 1 ， 2，… ， m) 也是 dxd 的对称矩阵， bi(i=1 ， 2 ， … ， m) 为 m 个实数，

则半正定规划问题形如

min c.x 
X 

s.t. Ai. X = bi , i = 1, 2, . .叮 m

X>- O. 

(B.14) 

半正走规划与线性规划都拥有线性的目标函数和约束?但半正定规划中的

约束 X::::O 是一个非线性、非光滑约束条件.在优化理论中?半正定规划具有

一定的一般性，能将几种标准的优化问题(如线性规划、二次规划)统一起来.

常见的用于求解线性规划的内点法经过少许改造即可求解半正定规划问

题，但半正定规划的计算复杂度较高，难以直接用于大规模间题.

B.4 梯度下降法

梯度下降法(gradient descent)是一种常用的一阶(first-order)优化方法，是

求解无约束优化问题最简单、最经典的方法之一.

考虑无约束优化问题 minæ f(叫，其中 f(x) 为连续可微函数.若能构造一

个序列 xO ， x l， x2 .... 满足

f(X t+ l) < f(x t ) , t = 0, 1, 2,. (B.15) 

则不断执行该过程即可收敛到局部极小点.欲满足式(B.15)，根据泰勒展式有

f(x + ð.x) 巳 f(x) + ð.xTVf(x) , (B.16) 
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每步的步长 ìt 可不同目

L-Li pschitz条件是指对

于任意 æ，存在常数 L 使

得 IIVf(æ)11 运 L 成立

求解极大值问题时亦称

"坐标上升法" (coordi­
nate ascent) 

附录

于是，欲满足 f(x + Llx) < f(x) ， 可选择

Llx = 一γ\1f(x) , (B.17) 

其中步长 γ 是一个小常数.这就是梯度下降法.

若目标函数 f(x) 满足一些条件，则通过选取合适的步长，就能确保通过梯

度下降收敛到局部极小点.例如若 f(x) 满足 L-Lipschitz 条件，则将步长设置

为 1/(2L) 即可确保收敛到局部极小点.当目标函数为凸函数时，局部极小点就

对应着函数的全局最小点，此时梯度下降法可确保收敛到全局最优解.

当目标函数 f(x) 二阶连续可微时，可将式(B.16)替换为更精确的工阶泰勒

展式，这样就得到了牛顿法(Newton's method). 牛顿法是典型的二阶方法?其

迭代轮数远小于梯度下降法.但牛顿法使用了二阶导数 \12f(x) ， 其每轮迭代中

涉及到海森矩阵(A.21)的求逆，计算复杂度相当高，尤其在高维问题中几乎不

可行.若能以较低的计算代价寻找海森矩阵的近似逆矩阵，则可显著降低计算

开销，这就是拟牛顿法(qu础i-Newton method). 

B.5 坐标下降法

坐标下降法(coordinate descent)是一种非梯度优化方法，它在每步迭代中

沿一个坐标方向进行搜索，通过循环使用不同的坐标方向来达到目标函数的局

部极小值.

不妨假设目标是求解函数 f(x) 的极小值?其中 x = (X1' X2 , . . . ， Xd)T ε 

]Rd 是一个 d 维向量.从初始点 xO 开始，坐标下降法通过迭代地构造序列

X O, X 1, X气 来求解该问题， Xt+1 的第 4 个分量 4+1 构造为

t+1 _ ~__ _~，_ J!{ ~t+1 ~t+1 •. ..t 飞
Xi . - = arg mm H Xi' -, . . . , Xi~ i , y , Xi十1"" ， Xã) 

uεR 

通过执行此操作，显然有

f(xO ) 注 f(x1 ) ~ f(x 2 ) ~ ••• 

(B.18) 

(B.19) 

与梯度下降法类似?通过迭代执行该过程，序歹U X O, X 1 , X 2 , . . .能收敛到所期望

的局部极小点或驻点(stationary point). 

坐标下降法不需计算目标函数的梯度，在每步迭代中仅需求解一维搜索问

题，对于某些复杂问题计算较为简便.但若目标函数不光滑，则坐标下降法有可

能陷入非驻点(non-stationary point). 
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C 概率分布

(， 1 常见概率分布

本节简要介绍几种常见概率分布.对于每种分布，我们将给出概率密度函

数以及期望同-]-.方差 var[.] 和协方差 cov[. ， .]等几个主要的统计量.

(，1. 1 均匀分布

均匀分布(uniform distribution)是关于定义在区间忡，叫 (α < b) 上连续变

量的简单概率分布，其概率密度函数如附图0.1 所示.

p(x) 

U(x I 矶的
1 

b-a 

。

AA 

αb 

附图C.l 均匀分布的概率密度函数

p(x I 川) = U(X I a, b) = 击;
α +b 

Ehl=-r; 
(b 一 α)2

[x] = 一一一.
12 

x 

(0.1) 

(0.2) 

(0.3) 

不难发现，若变量 z 服从均匀分布 U(叫 0， 1) 且 α < b ， 则 α + (b 一 α)x 服

从均匀分布 U(x Iα ， b). 

(.1. 2 伯努利分布

伯努和j分布(Bernoulli distribution)是关于布尔变量 zε{O， l} 的概率分

布，其连续参数 με[0， 1] 表示变量 x=l 的概率.

P(x Iμ) = Ber叫xlμ)=μX (1 μ)l-x ; (0均
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对于参数 μ，二项分布
的共辄先验分布是贝塔分

布.共辄分布参几(，2.

lE [X] =μ; 

var[x] =μ(1 一 μ) . 

(0.5) 

(0.6) 

(，1. 3 二项分布

二项分布(binomial distribution)用以描述 N 次独立的伯努利实验中有 m

次成功(即 X = 1)的概率，其中每次伯努利实验成功的概率为 με[0 ， 1].

fN\ 盯
P(mIN， μ) = Bin(m I N， μ) = ! .. Jμm(l 一 μ)川-m; (0.7) 

\ml 

lE[X] = Nμ; (0.8) 

var[x] = Nμ(1 一 μ) . (0.9) 

当 N=l 时，二项分布退化为伯努利分布.

(，1.4 多项分布

若将伯努利分布由单变量扩展为 d维向量 æ，其中 Xi ε{0 ， 1} 且艺乙l Xi = 
1，并假设均取 1 的概率为 μi E [0 ， 1]，艺乙1μi = 1，则将得到离散概率分布

P(叫 μ) = rrμ?; 、
‘l
r

nu 
咱
i

c 
，
，E
‘
、

i=l 

lE[叫 :μ也; (0.11) 

(0.12) 

(0.13) 

var[Xi] =向(1 一问) ; 

cov[Xj ，的] = 1I[j = i]μ2 . 

在此基础上扩展二项分布则得到多项分布(multinomial distribution)，它

对于参数 μ，多项分布 描述了在 N 次独立实验中有 mi 次 Xi 口 1 的概率.
的共辄先验分布是狄利

克雷分布.共机分布参见
(,2. P(ml ,m2,... ,md I N， μ) = Mult(ml , m2 ， … ， mdI N， μ) 

N! τfr 
Hμ~i ; (0.14) 

ml!m2! ...叫!11

lE[mi] = Nμi ; (0.15) 
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var[mil = N向(1 - ,ui) ; 

cov[mj ,mil =-N的队

(C.16) 

(C.17) 

(，1. 5 贝塔分布

贝塔分布(Beta distribution)是关于连续变量 με [0 ， 1] 的概率分布7 它由

两个参数 α>0 和 b>O 确定，其概率密度函数如附图C.2 所示.

p(μ) 

。

Beta(μ10.5 ， 0.5) : 

, , , 
Beta(μ 1 1 ， 1) I 

、 --

,, 
,, , 

0.5 川
尸

nu 1 

附图C.2 贝塔分布的概率密度函数

r(α 十 b) α l h \b 
p(μ | 矶 的= Beta(μ|α， b) = μ 1(1 μ)。

r (a)r(b) 

1 一μα- 1 (1 一 μ)b-1 ; 
B(α， b) 

[μl= -L 
α + b ' 

(C.18) 

(C .19) 

mrbLl = [ JR ,

其中 r(α) 为 Gamma 函数

B(α， b) 为 Beta 函数

(C.20) 

岑
i

、d
d 

ρ
ν
 

α
 

ι
，ι
 ν 

∞
 

+ filo 
-­α

 

r 
(C .21) 

r(α) r(b) 
B(a, b) = 一-一

r(α 十 b)
(C.22) 
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当 α =b 二 1 时，贝塔分布退化为均匀分布.

C.1.6 狄利克雷分布

狄利克雷分布(Dirichlet distribution) 是关于一组 d 个连续变量向 ε[0， 1]

的概率分布，l:立1 向=1.令 μ=(μ1;μ2; . . . ; f-Ld) ， 参数 α=(α1;α2;... ;αd) ， 

向> 0 ， δ =L乙1αi.

以德国数学家狄利克雷
(1805-1859)的名字命名

E(δ) 击。i-1
p(μ|α) = Dir(μ|α)= 川

(α1)... r(αi) 艺
(C.23) 

(C.25) 

(C.26) 

(C.24) 
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当 d=2 时，狄利克雷分布退化为贝塔分布.

, C.1. 7 高斯分布

高斯分布(Gaussian distribution)亦称正态分布(normal distribution)，是应

用最为广泛的连续概率分布.

对于单变量 zε( ∞，∞)，高斯分布的参数为均值 με( ∞，∞)和方差

σ2> O. 附罔C.3 给出了在几组不同参数下南斯分布的概率密度函数.

f (x 一 μ)2 ) 
内|川) =N(x I 旷)=百万吨{丁7}

σ为标准差.

(C.27) 

(C.28) lE [x] = μ; 

(C.29) 

对于 d维向量队多元高斯分布的参数为 d 维均值向量 μ 和 dxd 的对称

正定协方差矩阵~.

var[x] =σ2 

(C.30) 

p(x Iμ， ~)=N阴阳，~)
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这里仅考虑高斯分布方
差已知、 均值服从先验的
情形

4 

C.2 共辄分布

p(x) 

一2

附图C.3 高斯分布的概率密度函数

lE[x] = μ ; 

cov[x] = ~ . 

4 z 
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(C.31) 

(C.32) 

假设变量 z 服从分布 P(x I 8)，其中。为参数， X = {X1 ,X2 , '" ， Xm} 为变

量 z 的观测样本， 假设参数@服从先验分布 II(θ).若由先验分布 II(8) 和抽样

分布 P(X I 8) 决定的后验分布 F(8 I X) 与 II(8) 是向种类型的分布，则称先

验分布 II(8) 为分布 P(X I 8) 或 P(X I 8) 的共辄分布(conjugate distribution). 

例如，假设 x ~ Ber且(x Iμ) ， X = {X1 , X2 ， … ， Xm} 为观测样本， x 为观测

样本的均值7μ~ Beta(μ | α， b) ， 其中 α， b 为己知参数， 则 μ 的后验分布

F(μI X) 仅 Beta(μ| 矶的P(X Iμ) 

μα-1 ( 1 一 μ)b-1 m-
二 μ X (1 μ)m-mx

1 、 μ叶时一1 ( 1 一 μ)b+m-mx-1
B(α +m幸 ， b +m - mx) 

= Beta(μ|α仁的 ， (C.33) 

亦为贝塔分布，其中 a' = α+m军， b' = b + m - mx， 这意味着贝塔分布与伯努

利分布共辄.类似可知，多项分布的共辄分布是狄利克雷分布7 而高斯分布的共

辄分布仍是高斯分布.
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先验分布反映了某种先验信息?后验分布既反映了先验分布提供的信息、

又反映了样本提供的信息.当先验分布与抽样分布共辄时，后验分布与先验分

布属于同种类型，这意味着先验信且与样本提供的信息具有某种同一性.于

是，若使用后验分布作为进一步抽样的先验分布?则新的后验分布仍将属于同

种类型.因此，共辄分布在不少情形下会使问题得以简化.例如在式(C.33)的

例子中，对服从伯努利分布的事件 X 使用贝塔先验分布?则贝塔分布的参数值

α 和 b 可视为对伯努利分布的真实情况(事件发生和不发生)的预估.随着"证

据" (样本)的不断到来?贝塔分布的参数值从 α， b 变化为 α +mx ， b+m-m元，

且 α/(α +b) 将随着 m 的增大趋近于1n努利分布的真实参数值 X. 显然，使用共

辄先验之后，只需调整 α 和 b 这两个预估值即可方便地进行模型更新.

(,3 KL散度

KL散度(Kullback-Leibler divergence)，亦称相对情(relative entropy)或信

息、散度(information divergence)，可用于度量两个概率分布之间的差异.给定两

个概率分布 P 和 Q， 二者之间的KL散度定义为

这里假设两个分布均为 f'~O I \ L _ p( x) 
连续型概率分布;对于离 KL(PIIQ) = I p(x) log 一--: dx (C.34) 
散型概率分布，只需将定 j一∞ q(x) 
义中的积分替换为对所有

离散值遍历求和 其中 p(x) 和 q(x) 分别为 P 和 Q 的概率密度函数.

度量应满足四个基本性

质，参见9 ， 3节

KL散度满足非负性7 即

KL(PIIQ) 注 0 ，

当且仅当 P=Q 时 KL(PIIQ) 二 O. 但是， KL散度不满足对称性，即

KL(PIIQ) 并 KL(QIIP) , 

因此， KL散度不是二个度量(metric).

若将KL散度的定义(C.34)展开，可得

叫|阳Q)=ι纠帅州川♂叫州)川l喇x)灿d由Z 汇仰川)川l

(C.35) 

(C.36) 

=一H(P) + H(P, Q)卜， (C.37η ) 

其中 H(P) 为:脑 (entropy) ， H(P, Q) 为 P 和 Q 的交叉情(cross er山opy). 在信
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息论中，恼 H(P) 表示对来自 P 的随机变量进行编码所需的最小字节数，而交

叉娟 H(P， Q) 则表示使用基于 Q 的编码对来自 P 的变量进行编码所需的字节

数.因此， KL散度可认为是使用基于 Q 的编码对来自 P 的变量进行编码所需

的"额外"字节数;显然?额外字节敖必然非负3 当且仅当 P=Q 时额外子节

数为零.





后记

写作本书的主因，是 2016 年准备在南京大学开设"机器学习"课.十五年前笔者曾主张开设此

课，但那时国内对机器学习闻之不多?不少人昕到这个名字的第一反应是"学习什么机器?"学校估

计学生兴趣不大，于是笔者开设了"数据挖掘"这门名字昕上去就觉得很有用的课.被评为省优秀

研究生课程后，又给本科生单开了一门"数据挖掘导论"这两门课很受欢迎，选修学生很多，包括

不少外来蹭昕生.虽然课上有一多半其实在讲机器学习，但笔者仍一直希望专开一门机器学习课，

因笔者以为机器学习迟早会变成计算机学科的基础内容.

图灵奖得主E. W. Dijkstra 曾说"计算机科学并不仅是关于计算机，就像天文学并不仅是关于

望远镜"正如天文学早期的研究关注如何制造望远镜，计算机科学早期研究是在关注如何令计算

机运转.到了今天?建造强大的天文望远镜虽仍重要，但天文学更要紧的是"用"望远镜来开展研

究.类似地，计算机科学发展至今，也该到了从关注"造"计算机转入更关注"用"计算机来认识

和改造世界的阶段，其中最重要的无疑是用计算机对数据进行分析，因为这是计算的主要目的，而

这就离不开机器学习.十多年前在国内某次重要论坛上笔者刚抛出此观点就被专家迎头指斥， {旦今

日来看，甚至很多计算机学科外人士都己对机器学习的重大价值津津乐道，现在才开设机器学习基

础课似乎已有点嫌晚了.

1995 年在南大图书馆偶然翻看了《机器学习:通往人工智能的途径)) ，这算是笔者接触机器学

习的开始.那时机器学习在国内问津者寥，甚至连科研人员申请基金项目也无合适代码方向可报.

周边无专家可求教，又因国内科研经费匮乏而几无国际交流，加之学校尚无互联网和电子文献库7

能看到的最新文献仅是两年前出版且页数不全的某 IEEE 汇刊……可谓举步维艰，经历的困惑和陷

阱不可胜数.笔者切身体会到，入门阶段接触的书籍是何等重要，对自学者尤甚.一本好书能让人少

走许多弯路，材料不佳则后续要花费数倍精力方能纠偏.中文书当然要国人自己来写.虽已不需靠

"写书出名"，且深知写教科书极耗时间精力，但踌躇后笔者仍决定动于写这本书，唯望为初学者

略尽绵薄之力.

有人说"一千个人眼中就有一千个哈姆雷特" 一个学科何尝不是如此.之所以不欲使用市面

上流行的教科书(主要是英文的)，除了觉得对大多数中国学生来说中文教科书更便于学习，另一个

原因则是希望从笔者自己的视角来展现机器学习.

2013 年中开始规划提纲，由此进入了焦躁的两年.该写哪些内容、先写什么后写什么、从哪个

角度写、写到什么程度，总有千丝万缕需考虑.及至写作进行?更是战战兢兢，深恐不慎误人子弟，

写书难，写教科书更难.两年下来?甘苦自知.f曰"取乎其上，得乎其中;取乎其中，得乎其下"

且以顶级的态度，出一本勉强入得方家法眼之书.
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本书贯穿以西瓜为例?一则因为瓜果中笔者尤喜西瓜，二则因为西瓜在笔者所生活的区域有个

有趣的蕴义.朋友小聚、请客吃饭，菜已全而主未知，或慎未齐而人待走，都挺尴尬.于是聪明人发

明了"潜现刷"席终上西瓜.无论整盘抑或小碟，宾主儿瓜歪，则心领神会准备起身，皆太欢喜.

久而久之，无论菜肴价格贵贱、场所雅鄙，宴必有西瓜.若将宴席比作(未来)应用系统，菜肴比作所

涉技术，则机器学习好似那必有的西瓜，它可能不是最"高大上"的，但却是离不了的、没用上总

觉得不甘心的.

本书写作过程从材料搜集，到习题设计，再到阅读校勘，都得到了笔者的很多学生、同事和学

术界朋友的支持和帮助，在此谨列出他们的姓名以致谢意(姓氏拼音序):陈松灿?戴望州，高阳，高

尉，黄圣君，黎铭7 李楠，李武军，李宇峰?钱超?王魏，王威廉，吴建鑫，徐森，俞扬，詹德川 1 ，张利军，

张敏灵，朱军.书稿在 LAMDA 组学生 2015 年暑期讨论班上试讲，高斌斌、郭翔字、李绍园、钱

?鸣、沈芷玉、叶翰嘉、张腾等同学又帮助发现了许多笔误.特别感谢李楠把笔者简陋的手绘图转变

为精致的插图，俞扬帮助调整排版格式和索引，刘冲把笔者对封面设计的想法具体表现出来.

中国计算机学会终身成就奖得主、中国科学院院士陆汝铃先生是我国人工智能事业的开拓者

之一，他在 1988 年和 1996 年出版的《人工智能)) (上、下册)曾给予笔者很多启发.承蒙陆老师厚

爱在百忙中为本书作序，不胜惶恐之至.陆老师在序言中提出的问题很值得读者在本书之后的进阶

学习与研究中深思.

感谢清华大学出版社薛慧老师为本书出版所做的努力.十二年前笔者入选国家杰出青年科

学基金时薛老师即邀著书，笔者以年纪尚轻、学力未逮婉辞.十年前"机器学习及其应用"研讨

会(MLA)从陆汝特院士肇始的复旦大学智能信息处理重点实验室移师南京，参会人数从复旦最初的

20 人?发展到 2010 年 400 余人，此后在清华、复旦、西电达 800 余人，今年再回南大竟至 1300 余

人，场面热烈. MLA 倡导"学术至上、其余从简

很多感兴趣的师生囡旅费不菲而难以参加.于是笔者提议每两年以《机器学习及其应用》为题出版

一本报告选集以飨读者.这个主意得到了薛老师、陆老师以及和笔者一起长期组织 MLA、去年因

病去世的王玉王老师的大力支持.此类专业性学术文集销量不大，出版社多半要贴钱.笔者曾跟薛老

师说，自著的第一本中文书必交由薛老师在清华出版，或可稍为出版社找补.转眼《机器学习及其

应用》系列己出到第六本7 薛老师或以为十年前是玩笑话，某日告之书快完稿时她蓦然惊喜.

最后要感谢笔者的家人，本书几乎耗尽了两年来笔者所有的节假日和空闲时间.写作时垂署犬

于常跑来案边，不是问"爸爸去哪儿?"而是看儿眼然后问"爸爸你又写了几页?"为了给他满意的

答复?笔者埋头努力.

用志华

2015 年 11 月于南京渐宽斋
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这是一本面向中文读者的机器学习教科书，为了使尽可能多的读者通过本书对机器学习有所了

解，作者试图尽可能少地使用数学知识.然而，少量的概率、统计、代数、优化、逻辑知识似乎不可

避免.因此?本书更适合大学三年级以上的理工科本科生和研究生，以及具有类似背景的对机器学习

感兴趣的人士.为j-f便读者，本书附录给出了」些相关数学基础知识简介.

全书共 16 章，大体上可分为 3 个部分:第 1 部分包括第 1"，，3 章，介绍机器学习基础知识;第 2 部

分包括第 4rvlQ章，介绍一些经典而常用的机器学习方法;第 3 部分包括第 llrv16 章?介绍一些进阶

知识.前 3 章之外的后续各章均相对独立读者可根据白己的兴趣和时间情况选择使用根据课时情

况，一个学期的本科生课程可考虑讲授前 9 章或前 10 章;研究生课程则不妨使用全书.

书中除第 1 章外，每章都给出了十道习题.有的习题是帮助读者巩固本章学习，有的是为了引导读

者扩展相关知识.一学期的一般课程可使用这些习题，再辅以两到二个针对具体数据集的大作业.带

星号的习题则有相当难度，有些并无现成答案，谨供富有进取心的读者启发思考.

本书在内容上尽可能涵盖机器学习墓础知识的各方面?但作为机器学习入门读物且因授课时间的

考虑?很多重要、前沿的材料未能覆盖?即使覆盖到的部分也仅是管中窥豹，更多的内容留待读者在

进阶课程中学习.为便于有兴趣的读者进一步钻研探索?本书每章均介绍了一些阅读材料， ì革供读者

参考.

笔者以为?对学科相关的重要人物和事件有一定了解，将会增进读者对该学科的认识.本书在每

章最后都写了一个与该章内容相关的小故事，希望有助于读者增广见闻，并且在紧张的学习过程中稍

微放松调剂→下.

书中不可避免地涉及大量外国人名，若全部译为中文，则读者在日后进一步阅读文献时或许会对

不少人名产生陌生感，不利于进一步学习.因此，本书仅对一般读者耳熟能详的名字如"图灵"等加

以直接使用，对故事中的一些主要人物给出了译名，其他则保持外文名.

机器学习发展模迅速，目前己成为二个广袤的学科?罕有人士能对其众多分支领域均有精深理解.

笔者白认才疏学浅7 仅略知皮毛，更兼时间和精力所限，书中错谬之处在所难免，若蒙读者诸君不吝告

知7 将不胜感激.

周志华

2015 年 6 月
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在人工智能界有一种说法?认为机器学习是人工智能领域中最能够体现智能的一个分支.从历史

来看?机器学习似乎也是人工智能中发展最快的分支之一.在二十世纪八十年代的时候，符号学习可

能还是机器学习的主流，而自从二十世纪九十年代以来，就一直是统计机器学习的天下了.不知道是

否可以这样认为:从主流为符号机器学习发展到主流为统计机器学习?反映了机器学习从纯粹的理论

研究和模型研究发展到以解决现实生活中实际问题为目的的应用研究，这是科学研究的一种进步有

关机器学习的专著国内出版的不是很多.前两年有李航教授的《统计学习方法》出版，以简要的方式

介绍了一批重要和常用的机器学习方法.此次周志华教授的鸿篇巨著《机器学习》则全面而详细地介

绍了机器学习的各个分支7 既可作为教材，又可作为自学用书和科研参考书.

翻阅书稿的过程引起了一些自己的思考，平时由于和机器学习界的朋友接触多了，经常获得一些

道听途说的信息以及专家们对机器学习现状及其发展前途的评论.在此过程中，难免会产生一些自己

的疑问.我借此机会把它写下来放在这里，算是」种"外行求教机器学习"

问题一:在人工智能发展早期，机器学习的技术内涵几乎全部是符号学习.可是从二十世纪九十

年代开始7 统计机器学习犹如一匹黑马横空出世，迅速压倒并取代了符号学习的地位.人们可能会闷:

在满目的统计学习期刊和会议文章面前，符号学习是否被彻底忽略了?官还能成为机器学习的研究对

象吗?它是否将继续在统计学习的阴影里生活并苟延残喘?对这个问题有三种可能的答案:一是告诉

符号学习"你就是该退出历史舞台，认命吧!"二是告诉统计学习"你的一言堂应该关门了!"单纯

的统计学习已经走到了尽头，再想往前走就要把统计学习和符号学习结合起来.三是事物发展总会有

"三十年河东，三十年河西"的现象，符号学习还有"翻身"的日子.第一种观点我没有听人明说过?

但是我想恐怕有可能已经被许多人默认了.第二种观点我曾昕王理教授多次说过.他并不认为统计学

习会衰退?而只是认为机器学习已经到了一个转折点?从今往后，统计学习应该和知识的利用相结合，

这是一种"螺旋式上升，进入更高级的形式"，否则，统计学习可能会停留于现状而止步不前，王汪教

授还认为:进入转折点的标志就是 Koller 等的《概率图模型》一书的出版.至于第三种观点，恰好我

收到老朋友，美国人工智能资深学者、俄亥俄大学 Chandrasekaran 教授的来信，他正好谈起符号智能

被统计智能"打压"的现象，并且正好表达了河东河西的观点我请求他允许我把这段话引进正在撰

写的序言中?他爽快地同意了，仅仅修改了几处私人通信的口吻.全文如r: "最近几年，人工智能在

很太程度上集中于统计学和大数据.我同意由于计算能力的太幅提高，这些技术曾经取得过某些令

人印象深刻的成果.但是我们完全有理由相信，虽然这些技术还会继续改进、提高，总有一天这个领

域(指 AI)会对它们说再见，并转向更加基本的认知科学研究.尽管钟摆的摆回去还需要一段时间?我
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相信定有必要把统计技术和对认知结构的深刻理解结合起来"看来， Chandrasekaran 教授也并不认

为若干年以后 AI 真会回到阿西，他的意见和王压教授的意见基本一致，但不仅限于机器学习，而是涉

及整个人工智能领域.只是王在教授强调知识，而 Chandrasekaran 教授强调更加基本的"认知"

问题二:王E教授认为统计机器学习不会"一路顺风"的判据是:统计机器学习算法都是基于样

本数据独主同分布的假设.但是自然界现象千变万化，王在教授认为"哪有那么多独立同分布?"这

就引来了干一个问题"独立同分布"条件对于机器学习来讲真是必需的吗?独立同分布的不存在一

定是一个不可逾越的障碍吗?无独立同分布条件下的机器学习也许只是一个难题，而不是不可解问

题.我有一个"胡思乱想"，认为前些时候出现的"迁移学习"也许会对这个问题的解决带来一线曙

光.尽管现在的迁移学习还要求迁移双方具备"独立同分布"条件，但是不同分布之间的迁移学习，

同分布和异分布之间的迁移学习也许迟早会出现?

问题三:近年来出现了一些新的动向，例如"深度学习"、 "无终止学习"等等，社会上给予了

特别关注?尤其是深度学习.但它们真的代表了机器学习的新的方向吗?包括本书作者周志华教授在

内的一些学者认为:深度学习掀起的热潮也许大过它本身真正的贡献，在理论和技术上并没有太多的

创新，只不过是由于硬件技术的革命，计算机的速度大大提高了，使得人们有可能采用原来复杂度很

高的算法，从而得到比过去更精细的结果.当然这对于推动机器学习应用于实践有很大意义.但我们

不禁要斗胆问 句:深度学习是否又要取代统计学习了?事实上7 确有专家已经感受到来自深度学习

的压力，指出统计学习正在被深度学习所打压，正如我们早就看到的符号学习被统计学习所打压.不

过我觉得这种打压还远没有强大到像统计学习打压符号学习的程度.这一是因为深度学习的"理论创

新"还不明显;二是因为目前的深度学习主要适合于神经网络，在各种机器学习方法百花盛开的今天，

它的应用范圃还有限，还不能直接说是连接主义方法的回归;三是因为绩计学习仍然在机器学习中被

育效地普遍采用，"得道多助

问题四旺:机器学习研究出现以来'我们看到的主主罩耳是从符号方法到统计方法的演变，用到的数学主

要是概率统计.但是7 数学之大，就像大海.难道只有统计方法适合于在机器学习方面应用吗?当然，

我们也看到了一些其他数学分支在机器学习七的应用的好例子?例如微分几何在流形学习上的应用，

做分方程在归纳学习上的应用.但如果和统计方法相比，它们都只能算是配角.还有的数学分支如代

数可能应用得更广，但在机器学习中代数一般是作为基础工具来使用7 例如矩阵理论和特征值理论.

又如微分方程求解最终往往归结为代数问题求解.官们可以算是幕后英雄"出头露面的是概率和统

计?埋头苦干的是代数和逻辑

论昵?在这方面?流形学习己经"有点意思"了，而彭实戈院士的倒排随机微分方程理论之预测金融

走势，也许是用高深数学推动新的机器学习模式的史好例子.但是从宏观的角度看?数学理论的介入

程度还远远不够.这里指的主要是深刻的、现代的数学理论，我们期待着有更多数学家的参与，开辟

机器学习的新模式、新理论、新方向.
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问题五·上一个问题的延续:符号机器学习时代主要以离散方法处理问题，统计机器学习时代主

要以连续方法处理问题.这两种方法之间应该没有一条鸿沟.流形学习中李群、李代数方法的引入给

我们以很好的启示.从微分流形到李群，再从李群到李代数，就是一个沟通连续和离散的过程.然而?

现有的方法在数学上并不完美.浏览流形学习的文献可知，许多论文直接把任意数据集看成微分流形，

从而就认定测地线的存在井讨论起降维来了这样的例子也许不是个别的，足可说明数学家介入机器

学习研究之必要.

问题六:大数据时代的出现，有没有给机器学习带来本质性的影响?理论上讲，似乎"大数据"给

统计机器学习提供了更多的机遇，因为海量的数据更加需要统计、抽样的方法.业界人土估计，大数

据的出现将使人工智能的作用更如突出.有人把大数据处理分成三个阶段:收集、分析和预测.收集

和分析的工作相对来说已经做得相当好了，现在关注的焦点是要有科学的预测，机器学习技术在这里

不可或缺这一点大概毋庸置疑.然而，同样是使用统计、抽样方法?同样是收集、分析和预测，大数

据时代使用这类方法和以前使用这类方法有什么本质的不同吗?量变到质变是辩证法的→个普遍规

律.那么，从前大数据时代到太敖据时代，数理统计方法有没有发生本质的变化?反映到官们在机器学

习上的应用有无本质变化?大数据时代正在呼唤什么样的机器学习方法的产生?哪些机器学习方法

又是由于大数据研究的驱动而产生的呢?

以上这些话也许说得远了，我们还是回到本书上来.本书的作者周志华教授在机器学习的许多领

域都有出色的贡献，是中国机器学习研究的领军人物之→，在国际学术界有着很高的声誉.他在机器

学习的一些重要领域，例如集成学习、半监督学习、多示例和多标记学习等方面都做出了在国际上有

重要影响的工作，其中一些可以认为是中国学者在国际上的代表性贡献.除了自身的学术研究以外，

他在推动中国的机器学习发展方面也做了许多工作.例如他和不久前刚过世的王臣教授从 2002 年开

始，组织了系列化的"机器学习及其应用"研讨会.初在复旦，后移至南大举行，越办越兴旺，从单一

的专家报告发展到专家报告、学生论坛和张贴论文三种方式同时举行，参会者从数十人发展到数百

人，活动搞得有声有色，如火如荼.最近更是把研讨会推向全国高校轮流举行.他和王臣教授紧密合

作?南北呼应，人称"南周北王"王旺教授的离去使我们深感悲伤.令我们欣慰的是国内不但有周志

华教授这样的机器学习领军人物，而且比周教授更年轻的许多机器学习青年才俊也成长起来了.中国

的机器学习大有希望.

怯访始
中国科学院数学与系绕科学研究院

2015 年 8 月于北京
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